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Предисловие 


В книге рассматривается задача Коши для системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений, содержащих малый параметр. Три части 
книги соответствуют трем способам вхождения малого параметра в залачу. 

В первой части книги рассматривается почти регулярная задача Коши. 
Так названа задача, в которую сингулярность входит через ограниченную 
функцию f, зависяшую от времени и малого параметра. Эта задача 
является обобщением регулярно возмущенной задачи Коши, которую 
исследовал А. Пуанкаре [39]. К. почти регулярной задаче Коши можно 
привести некоторые задачи, которые решаются методом осреднения. 
В главе 2, в качестве примера такой задачи, рассмотрена задача Ван 
дер Поля. 

Во второй части книги рассматривается задача Тихонова — задача 
Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений, содер- 
жащих целые степени малого параметра при производных. 

В третьей части книги рассмотрена задача Коши с двойной сингулярно- 
стью. Так названа задача Коши, состоящая из двух обыкновенных диф- 
ференциальных векторных уравнений, в одном из которых стоит целая 
степень малого параметра при производной. В правые части дифференци- 
альных уравнений малый параметр входит как регулярным образом, так 
и сингулярным — через функцию f (так же, как в первой части книги). 
Таким образом, задача Коши с двойной сингулярностью содержит син- 
тулярности двух видов, рассмотренных в первых двух частях книги. Если 
дифференциальное уравнение не зависит явно от {, то задача становится 
задачей Тихонова из второй части книги. В частном случае от зада- 
чи с двойной сингулярностью отщенляются уравнения, представляющие 
собой почти регулярную задачу Коши из первой части книги. 

Для всех трех типов задач, рассмотренных в книге, описано построе- 
ние рядов, обобщающих известные разложения Пуанкаре и Васильевой— 
Иманалиева. Доказано, что при выполнении соответствующих условий 
эти ряды являются асимптотическими разложениями решения или схо- 
дятся к решению на отрезке, на полуоси, на асимптотически больших 
интервалах времени. Доказаны теоремы, позволяющие оценить числен- 
но остаточный член асимптотического разложения решения, интервал 
времени существования решения, область значений малого параметра. 
Приводятся примеры, демонстрирующие возможности рассмотренных 
методов. 

Книга предназначена математикам — специалистам по дифферен- 
циальным уравнениям и прикладным математикам, использующим асим-- 
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птотические методы исследования обыкновенных дифференциальных 
уравнений. 
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Глава 1 


Разложения решений 
почти регулярной задачи Коши 


$1. Решение почти регулярной задачи Коши 


1.1. Определение почти регулярной задачи Коши 
Рассмотрим задачу Коши 


= = F(z, t,e, f(t,e)), thao =0. (1.1) 


Здесь 2 Е RY, РЕВ” — М-мерные векторы, f Е ВМ — M -мерный 
вектор, Е Е В — малый параметр, ¢ Е В — независимая переменная 
(время), В" — М-мерное векторное пространство действительных чисел. 

Введем обозначения: О, С ВМ — окрестность точки х = 0, 
Dy с R™ — ограниченная и замкнутая область, Т, Е — положитель- 
ные числа. 


Определение 1.1. Задача (1.1) называется почти регулярной задачей 
Коши, если: 1) F(z, t,e, f) — гладкая функция на прямом произ- 
ведении окрестности D,, отрезков 0 <#<Т, 0<Е<Еи обла- 
сти Dy, 2) f — гладкая функция на прямом произведении интервалов 
ОЗЕЗТ, 0 <ЕСХ Е co значениями в области Оу. 


Если правая часть дифференциального уравнения (1.1} не зависит 
явно ot f, то (1.1) — регулярно возмущенная задача Коши, которой 
занимался А. Пуанкаре [39] (смотрите $ 9). В качестве примера возможной 
Функции ] приведем функцию 


f = (exp {-t/e}, cos (t/e)). 
1.2. Построение решения 
Рассмотрим задачу с двумя малыми параметрами: 
а. 


= = F(z,t,¢,f(t,p)), оо. (1.2) 


Задача (1.2) — регулярно возмущенная задача Коши относительно па- 
раметра =. Ее решение строится методом малого параметра Пуанкаре, 


который заключается в следующем (предполагаем, что все операции 
имеют смысл) [39]: 
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® решение 2 = 2(t, €, и) представляется в виде ряда по степеням малого 
параметра =: 


24 Е, и) = У) 24, р) ef; (1.3) 
=0 


© выражение (1.3) подставляется в (1.2); 
© правая и левая часть уравнений (1.2) разлагаются в ряд по степеням 
Е; 
© в полученных равенствах приравниваются коэффициенты при рав- 
ных стеленях =. 
В результате получаются уравнения для коэффициентов ряда (1.3). 


Коэффициент z(t, и) (нулевое приближение решения 2(t, =, м) зада- 
чи (1.2)) является решением вырожденной задачи 


dz 
“a= F(z, 4,0, 1 (6, и), Фи = 0. (1.4) 


Коэффициент =®(ё, #4) при любом k > 0 является решением задачи 
dz® kt . &) 
= = В ( MK Me не, t в, 16.) » ЗЮы=о. (1.5) 
i=0 


Скобки с верхним индексом “) обозначают коэффипиент при =* в раз- 
ложении функции, стоящей в скобках, в ряд по степеням параметра =. 
Запишем уравнения (1.5) для k > 1 в виде 
dz 


a TA) 2 + POE), ино. (1.6) 


Здесь 
Att #) =F (294, 1), 1,0, F(t), 


FOE, и) = Е ( 3 мене, Ht »)| ° 


Е; — матрица Якоби, составленная из частных производных компо- 
нент вектора Р по компонентам вектора х. Функция Fe) (t, в) зависит 
or z(t, р), ..., 2-Е р), > 1. 

Задача (1.6) линейна. Ее решение имеет вид 


(1.7) 


t 
Z(t, и) = / U(t, s, р) - F(s, р) ds. (1.8) 
0 
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Здесь U(t, s, и) — матрица Коши уравнений в вариациях 


a 
— = A : 1: 
ait (и) < (1.9) 
(Матрица Коши U(t,s, 4) — фундаментальная матрица системы (1.9), 
равная единичной при # = s: 0 (8, 5, u) =Е). 

При р = = ряд (1.3) принимает вид 


со 


a(t,e)= > ег. (1.10) 


k=0 


Ниже доказываются теоремы 2.1—2.4 о сходимости ряда (1.10) к решению 
задачи (1.1). При выполнении условий теорем 2.5-2.8 ряд (1.10) является 
асимитотическим разложением решения задачи (1.1): 


x(t, €) ~ 3 Z(t, eet (1.11) 
k=0 


(определение и обозначение асимптотического разложения смотрите 
ви. 2.2). 

Таким образом, для получения решения в виде (1.10), (1.11) необхо- 
димо знать нулевое приближение решения z(t, р) и матрицу U(L, s, р). 
Тогла коэффициенты рядов (1.10), (1.11} вычисляются последовательно 
по формулам (1.8) для k = 1,2,... 

Приведем теорему, позволяющую иногда находить матрицу Коши 
в явном виде. 


Теорема 1.1. (Пуанкаре [4]) Если общее решение g(t, С) дифференци- 


альных уравнений 
ей) 1.12 
a =F, (1.12) 
известно (С — вектор произвольных постоянных), то матрица Коши 
системы ae 
ж = 200,9 
имеет вид 
= 99 a.) 
= 0, (8-05), U(= (— ... — А 
О (FE... SEY] 


Здесь 2(t) — частное решение залачи (1.12), С° — значение, опреде- 
ляющее это частное решение: g(t, С°) = #8). 

В (1.12) функции и решение могут зависеть от параметров. Поэтому 
матрицу Коши U(t, s, 4) уравнения (1.9) можно найти, если известно 
общее решение дифференциального уравнения (1.4). 
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1.3. Переход от задачи с ненулевым 
начальным значением к задаче (1.1) 

Покажем, как от задачи 

#2 = Ре. 16), Вы =) (1.13) 


перейти к задаче (1.1). (Предполагаем, что все операции имеют смысл). 
При гладких начальных значениях вырожденная для (1.13) задача имеет 
вид 


dz _ a Е 
<— = 229,60, 76.8), Zea = 20). (1.14) 
Сделаем замену переменных 
z= E-2%(t, 5) - (=) + # (0). (1.15) 


Из (1.13), (1.14) следует, что г — решение задачи (1.1), в которой 
F(z, t,¢, 1. =)) = Fe +2, 6) +2 (е) - 20), t, €, Fite) - 
- F(t, €),t,0, Flt,<)), (1.16) 


что и требовалось. 
Отметим, что если функцию } можно выразить через ZO, f, то есть 
если 


F(x, ье, S(t, w)) = Fle + F(t м) + B(6) - Ре, Flt, u)) - 
- (Ее »),t,0, Дей), 
то задача (1.13) приводится к задаче (1.1) с условием 
F(0,t,0, f(t, и) =0 


(смотрите условие 2.1). В этом случае нулевое приближение решения 
задачи (1.1) равно нулю: 2®(ё, =) =0 (2(t, р) — решение задачи (1.4)). 


$2. Формулировки теорем 
о почти регулярной задаче Коши 
2.1. Точное решение 


Здесь используются обозначения: с М -мерное векторное про- 
странство комплексных чисел, 0; — множество в пространстве В Э &, 
6 — положительная постоянная, Х„ — частичная сумма ряда (1.10), 


Х»(Ь =) = У 2 (#, =) =, | (2.1) 
k=0 
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wt з, и) — матрица Коши системы 


а 
: = А(ь и) с. Alu) =F (2, р), 0, р). (2.2) 
Нормы вектора 1 и матрицы А определяются равенствами 
4 N 
15|] = max |2, || Al] = пы Аз, 
isLW ino jal 


z=(z1,...,¢~), A= (Aj). 
Сформулируем условия, при которых будем рассматривать зада- 


fy (1-1). 


Условие 2.1. Е (0, 1,0, f) = О при ё Е Г, f € Dy. 


Условие 2.2. На множестве x Е СМ, ||| < 6,t€ Dy, ЕЕС, lel <Е 

f € Dy функция F(z, t, =, f) непрерывна по совокупности аргументов, 
аналитична по $, Е, ограничена по норме. 

Условие 2.3. Ha множестве x Е ВМ, ||| <6, Е Dy, ОЗЕЗЕ, f € Dy 
функция F(a, &, Е, f) имеет непрерывные и ограниченные по норме част- 
ные производные до порядка п, включительно по Е и по компонентам 
вектора =, т, = тах(2, п + 1). 

Условие 2.4. На множестве t € П;, 0 < Е < Е функция }(&=) 
непрерывна not и (Е) Е Dy. 

Свойства разложения (1.10) определяются следующими теоремами: 

Теорема 2.1. Пусть при D, = {t:0 <t < T}, T > 0 выполняются 
условия 2.1, 2.2, 2.4. Тогда найдется постоянная Е, > 0, не зависящая 
от $, Е и такая, что на множестве OK EST, О<ЕЗЕ,: 1) pe- 
шение задачи (1.1) существует и единственно, 2) ряд (1.10) сходится 
равномерно к решению задачи (1.1). 

Теорема 2.2. Пусть при Г; = {Е t > 0}, к > 0 выполняются условия 
2.1, 2.2, 2.4 и справедливо неравенство 


НО (ё, з, м)| < Се", O<s<t, 0<и<Е. (2.3) 

Тогда найдется постоянная 5, > 0, не зависящая от t, Е и такая, что 

на множестве t > 0, 0 < € < Ey: 1) решение задачи (1.1) существует 

иединственно, 2) ряд (1.10) сходится равномерно к решению задачи (1.1). 

Теорема 2.3. Пусть при Г); = {t: t > 0}, к>0, С° > 0 выполняются 
условия 2.1, 2.2, 2.4 и справедливо неравенство 

V(t, в, wi < С° s)\"+C, O<s<t, 0<и<Е (24) 

-1 


Тогда для любых значений T > 0, x,0< x < [2(к + DI, найдется 
постоянная Е, > 0, не зависящая от t, Е и такая, что на множестве 
0 <Е< ТЕХ, 0 <ЕХЕь: 1) решение задачи (1.1) существует 
и единственно, 2) ряд (1.10) сходится равномерно к решению задачи (1.1). 


20 


Часть 1. Почти регулярная задача Коши 


Теорема 2.4. Пусть при Р, = {Её > 0}, к > 0 выполняются условия 
2.1, 2.2, 2.4 и справедливо неравенство 


НО (Е, в, wll < Ce"), Ost, O<pK<e. (2.5) 


Тогда для любых значений T > 0, x, 0 <Х < (2к)-', найдется 
постоянная Е, > 0, не зависящая от 1, Е и такая, что на множестве 
O0<t<T-xIne, О<ЕЗХЕ,: 1) решение задачи (1.1) существует 
и единственно, 2) ряд (1.10) сходится равномерно к решению задачи (1.1). 


2.2. Асимптотическое решение 


Теорема 2.5. Пусть при Г; = { 6 <t < T}, T > 0 выполняются 
‘условия 2.1, 2.3, 2.4. Тогда найдутся постоянные =, > 0, C,, не завися- 
щие от $, и такие, что решение задачи (1.1) существует, единственно 
и удовлетворяет неравенству 


lle(t, в) ~ Xn(t, =) < Сие" 
при О <Е{<Т, О<ЕЗХЕ,. 


Теорема 2.6. Пусть при Г), = {t: t > 0}, к > 0 выполняются условия 
2.1, 2.3, 2.4 и неравенство (2.3). Тогда найдутся постоянные Е, > 0, C,, 
не зависящие от t, Е и такие, что решение задачи (1.1) существует, 
единственно и удовлетворяет неравенству 


llz(t, =) — Xa(t, 8) < Cue" 1-е") 
при Ё > 0, О<ЕХЕ,. 


Теорема 2.7. Пусть при Г; = {Е t > 0}, к >20, С° > 0 выполняются 
условия 2.1, 2.3, 2.4 и неравенство (2.4). Тогда для любых значений 
T>0,x,0< x < [2(к +1]-\, найдутся постоянные =. > 0, Cy, 
С; > 0, не зависящие от t, Е и такие, что решение задачи (1.1) 
существует, единственно и удовлетворяет неравенству 


lla(t, =) om X,(é, =) < Ро [ope Dnt) 2 с 


при О <Е< ТЕХ, О<ЕЗХЕ,. 

Теорема 2.8. Пусть при D; = {Е t > 0}, к > 0 выполняются условил 
2.1, 2.3, 2.4 и неравенство (2.5). Тогда для любых значений Т > 0, 
х, 0< x < (п+1[(® + 2)", найдутся постоянные в, > 0, Cs. 
не зависящие om t, Е и такие, что решение задачи (1.1) существует, 
единственно и удовлетворяет неравенствам 

П(е, =)|| < Cye(e™ — 1), 
lla(t, =) - Х„ (6, =)|| < Cre" ее” — 1), прп 


при 0 <: <Т-ХшШЕ, (<ЕЗЕ,, 
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Из приведенных теорем следует, что в ряде случаев ряд (1.11) является 
всимптотическим рядом решения задачи (1.1). 

Определение 2.1. Функция Х(ЁЬ =) называется асимптотическим 

приближением функции т(Ё, Е) на множестве Р, = D,(e) Э t при 

Е > 0, если найдется такое значение в, > 0, что т(Ь =), Х(Ь=) 

сушествуют при t Е Die), О<ЕХЕ, И 


Е [2(6=) — X(t, €)|| = 0. 


Если при этом 
sup ||2(6 =) - X(¢, =) 


teD,(e) 


Bo vile) a 
sup ||x(t, ) - X(t, )Il 
t€D,(e) bare 
6-40-40 42(=) ы 


то X(t, Е) называется асимитотическим приближением функции z(t, €) 
на множестве РЕ) с точностью порядка о (41(=)), О (42(=)). Обо- 
значение: 

x(t, =) = X(t, =) +0 (vile) , 

2(6, =) = Х(Ь =) +0 ($2(5)), tEDile), =-0. 


со 
Определение 2.2. Ряд > 2(t, =) называется асимптотическим ря- 
о 
дом (асимптотическим разложением, асимптотикой) функции x(t, Е) 
на множестве D;(€) при Е > 0, если для любого п > 0 


2(, =) = Хь(Ь Е) Но (4, (=)), ТЕБЕ), =—0, 


Pate) _ = а (к) 
и =0, Жк De (, =). 


Обозначение: 
со 
2( =) > > (te), te Die), =-+0. 


Определение 2.3. Функция X,(t, Е) называется п-м приближением 
функции x(t, =). 

Разность ($, =) = (=) — X,(t,€) называется остаточным членом 
асимптотицеского разложения функции x(t, Е) п-го порядка. 
Интервал 0 <Е<Ь (0 <Е<%,) называется асимптотически большим 
интервалом переменной t при Е — 0, если 


t, =t,(e) > 0, „ит t(€) = 00 
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Из теорем 2.5—2.8 следует, что функция X;,(t, =), задаваемая форму- 
лой (2.1), является асимптотическим приближением решения (асимпто- 
тическим решением) системы (1.1) на отрезке (теорема 2.5), на полуоси 
(теорема 2.6) или на асимптотически больших интервалах времени (тео- 
ремы 2.7, 2.8). Справедливы равенства 

(=) = Xn(t,e)+0(e"), O<t<T, =—0 (теорема 2.5); 

2(Ь =) = X,(é, €) + o(e"), #20, =-+0 (теорема 2.6); 

(=) = X,(t,e)+0(e"*), O<t<Te*, Е->0 (теорема 2.7), 
где T, х — произвольные числа из множества Т > 0, 0 < x < [2(к-+ 10|, 
Xe = 1-2x(w +1); 
a(t,e) = Xp(t,e)+o(e™™), O<t<T-xInc, &€-0 (теорема 2.8), 
где T, X — произвольные числа из множества T > 0,0< x < (2к)-!, 
Xx = 1-2xx. 

2.3. Точное решение при фиксированном значении = 


В прикладных задачах = — фиксированная величина. Поэтому бывает 
полезной следующая теорема о сходимости ряда (1.10) к решению: 


Теорема 2.9. Пусть при D; = {t:0 << t < T}, T > 0 выполняются 
‘условия 2.1, 2.2, 2.4. Тогда для любого Е, 0 < € <Е, найдется такая 
постоянная t, =+ (Е), что 0<t,<T ина множестве 0<t <t,: 1) pe- 
шение задачи (1.1) существует и единственно, 2) ряд (1.10) сходится 
равномерно к решению задачи (1.1). 


2.4. Оценка остаточного члена, интервала времени, значений 
малого параметра 


Приведем теорему, позволяющую получать оценки остаточного члена 
асимптотического разложения решения; интервала времени, на котором 
решение существует; значений малого параметра. Для этого рассмотрим 
задачу | 


a = AQ) 2+ Glad), чет’, (2.6) 


Правые части в (2.6) могут зависеть от малого параметра. 
Условие 2.5. Матрица A(t) непрерывна по # при 0 << ty. 
Условие 2.6. ||u°|| < 6. 
Условие 2.7. При ||и!|| < 6, || < 6, 0 <t < t, функция G(u,t} 
непрерывна по и, t и удовлетворяет неравенству 
||@(и, t) — G(%, t)|| < [1 (8 + 1 + 1] № - al, (2.7) 
где L(t) > 0, L2(t) > 0 непрерывны no t. | 
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Обозначим 
q 
a(t) = max va. O)ue + / U(q, 3). (0, s) аз, 
0<а< 
q 
КО = max f(a, lh La(s) ds, (2.8) 
O<q<t ге 


q 
oft) = max f IU (a il: L2(s) as, 
O<q<t 
0 
где U(t,s) — матрица Коши системы 


4% _ 
&=4( с. 


Теорема 2.10. Пусть при 6 > 0, &, > 0 выполняются условия 2.5—2.7. 
Тогда решение задачи (2.6) существует, единственно и удовлетворяет 


неравенству 
2a(é) 
IMO < ae (2.9) 
при всех значениях $ из множества 
p(t) =1-50>0, r(t) = p(t) — 4a(t)e(t) > 0, 


(2.10) 
2a(t) < 6 [р(#) + 4/7], O<t<t.. 
`2.5. Второй метод Ляпунова 


Рассмотрим второй метод Ляпунова для задачи (1.1). Введем обо- 
значения: J — целое число, 1 < J < М; & — вектор, состоящий из J 
компонент вектора 2; D — множество в пространстве В+? 3 (2, t, =); 


D, = {(@,t,<): 81 <6, #20, 0<e<e}. 
Определение 2.4. Производной по времени функции A(u,t, €) в силу 
системы (1.1) называется Функция 


а^ OA(z,t, €) 
a = ee t,é, f(é,e)) + 


Функция A(z, t,€) называется неположительной на множестве D, 
если А(т,$, Е) < 0 при (2,1, =) Е D. 


8A(z, t, =) 
Se 


В основе второго метода Ляпунова лежит следующее обстоятельство. 
Пусть при (x,t, =) Е D производная по времени фуякции A(z, t, Е) в силу 
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системы (1.1) неположительна. Тогда для решения x = a(t, =) задачи (1.1) 
справедливо неравенство 


А(=(Т,=),Т,г) < ^(0,0, €) (2.11) 


при всех Т, =, удовлетворяющих условиям: при 0 < t < Т решение a(t, =} 
существует и ($, =) Е D. Неравенство (2.11) позволяет иногда получить 
оценку вектора х или отдельных его компонент. Например, справедлива 


Теорема 2.11. Пусть для некоторых постоянных 6 > 0, Е > 0, p> 
выполнены условия. 

1) При (2,t,e) ЕБ, функция F(z, t,e, f(t, €)) ралыа no t и имеет 
непрерывные no x, t частные производные по компонентам вектора т. 


2) Существует такая функция A(x, t, =), что: 
а) при (т, 6 =) Е О, производная по времени функции A(x, t, Е) в силу 
системы (1.1) существует и неотрицательна; 
6) A(z, 1, =) > р при (т, Е) € Dy, || = 6. 
Тогда, если множество 
O<e<e, A(0,0,c)<p (2.12) 


не пусто, то для любого Е из этого множества решение задачи 
Коши (1.1) существует, единственно и удовлетворяет неравенству 
12(, =)| <б при O<t<t,, t< co. Ели Л =М, то t, = 0; если 
7 <М, то t,=t,(e) > 0. 


Определение 2.5. Функция Л(х,&, Е), удовлетворяющая условиям 
2а, 26 теоремы 2.11 называется функцией Ляпунова. 


Теорема 2.11 аналогична теореме Ляпунова при J = М [33] и теорем: 
Румянцева при J < М [41]. При выполнении условий теоремы 2.11, ках 
следует из ее доказательства в 57, для всех = из множества (2.12) и $, 
ОЗЕЗЬ, Е < co, справедливо неравенство 


A(a(t, =), Ь Е) < (0,0, =). (2.13) 
Неравенство dA/dt < 0 и неравенства (2.11), (2.13) позволяют иногда 


получить оценку решения задачи (1.1) и оценку значений $, € (смотрите 
пример 8.4). 


2.6. Замечания 


Замечание 2.1. Определение почти регулярной задачи Коши дано для отрезке 
0 << Т. Из теорем 2.2—2.4, 2.6-2.8 следует, что при определенных условиях 
решение почти регулярной задачи Конти распространяется на бесконечный или 
на асимптотически большой интервал времени. 


Замечание 2.2. Если 0, — отрезок 0 < t < Т, то ограниченность по норме 
в условиях 2.2, 2.3 следует из непрерывности функции и производных. 


Замечание 2.3. Если начальное значение искомой функции в (1.1) не равнс 
нулю, то нужно перейти к новой переменной, как показано в п. 1.3. 
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Замечание 2.4. При выполнении условия 2.1 2(t, р) =0, Хо(&, =) = 0. 
Замечание 2.5. Если матрица A(t, и) не зависит от t, и, то неравенство (2.3) 
выполняется, если собственные Числа матрицы А лежат в левой полуплоскости. 
Если собственные числа матрицы А лежат в левой полуплоскости и на мнимой 
оси, то матрица И удовлетворяет неравенству (2.4). Если же матрица А имеет 
собственные числа и в правой полуплоскости, то матрица U удовлетворяет 
неравенству (2.5). Смотрите теорему 13.1. 

Замечание 2.6. Если в (2.6) правые части зависят от малого параметра =, то 
неравенства (2.10) и условие 2.6 оценивают и интервал времени # существования 
решения, и множество значений малого параметра =. 

Замечание 2.7. Доказательства теорем 2.1-2.11 приведены в $3 — $7. 


Замечание 2.8. Если функция Р в (1.1) не зависит явно от f, то задача (1.1) 
становится регулярно возмущенной и теоремы 2.1—2.11 переходят соответственно 
в теоремы 9.1-9.11. При этом интервал 0 < ¢ < в, заменяется HAO ЗЕЗЕ,, 
интервал 0 < = < Е заменяется на 0 ЗЕХЕ. 


$3. Доказательство теорем 2.1-2.4 


3.1. Матрица Коши U 


Утверждение 3.1. Матрица U(t, 3, 2) существует, единственна, не- 
прерывна по $, 3 на множестве 


ЕР, s€D, O<s<t, О<и<Е 


t: 0 
D; = 
tt 


Доказательство. Из условия 2.1 следует, что 2 (t, 4) = 0. Поэтому фор- 
мула (2.2) для A(t, и) имеет вид 


<< Т daa теоремы 2.1; 
20 для теорем 2.2—2.4. 


A(é, и) = Е. (0,5, 0, F(E, п). (3.1) 
Ana функции 7(21,...,2м), аналитической на множестве |2;| < 6 
1=1,М, 2 ЕС, справедлива интегральная формула Kowu 
F(G.. a) d() .. 


= (aai)-8 
F(a,...,2n) = (219) = a. (3.2) 
Kwl=6 К|=б 


Из этой формулы для аналитической по х функции F из (1.1) 
следует: 


F(2,t,0, f) dz... dzy 
Я (2a sar | _ (a -— a - (2-2)... Gwen) 20 


lew|=6 а] = 


По условию 2.2 функция’ F непрерывна по совокупности аргументов 
на множестве 


|= <5, зЕРь <Е ЛЕО, (3.3) 
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Поэтому производная Е, (0, #, 0, f) непрерывна по $, f при 


ЕР, f € Dy. (3.4) 
Отсюда, из (3.1), из условия 2.4 следует непрерывность A(t, в) по ё при 
tED, О<р<Е. (3.5} 


Матрица U(t, s, р) является фундаментальной матрицей линейных» 
однородных уравнений 


« И 
dt = A(t, в) с, U(s, 8, и) г 


Утверждение 3.1 о матрице U следует из теоремы о существовании, 
единственности и непрерывной зависимости от начальных данных для 
решения линейной задачи Коши [4]. О 


3.2. Коэффициенты ряда (1.3) 


Утверждение 3.2. Функции z(t, в), Е =0,1,..., существуют, един- 
ственны, непрерывно дифференцируемы по t на множестве (3.5). 


Доказательство. Функция 26) (+, ps) является решением вырожденной за- 
дачи (1.4). Из условия 2.1 следует, что вырожденная задача имеет нулевое 
решение. Единственность нулевого решения следует из локального усло- 
вия Липшица по 2, которому удовлетворяет функция F(z, &, 0, f(t, р) 
при ||2|| < 6, ЕЕ Б,, 0 < р < Е. Таким образом, 2) (ё, и) = 0, как 
и отмечено в замезании 2.4. 

Предположим, что утверждение 3.2 справедливо для функций 
2, yu), Е =0,7 — 1, то есть 2(E, и), ..., 29-Ю(ё, и) существуют, един- 
ственны и непрерывно дифференцируемы по # на множестве (3.5). Как 
следует из уравнений (1.6), (1.7), функция 20), в) является решением 
задачи 


dz) р ь } 
= = Abu) + Ри), 290.) =0, 
2—1 (3.6) 


вы) = [в (аще, ьь и", 


i=0 
Для производной аналитической по х, € функции справеллива формула 
hitter F(z, ВЕ, tf) (ky!) .. - (ki!) 


ant... дай aetrn (2m) 
F(z, t, в, f) dz... dzy du 3.7) 
“Geel... и адены -ды" © 


lal=€ [вы |=б || 
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из которой следует, что производные F(z,t,e, ]) по х,  непрерывны 
по t, f при 1 =0, Е = 0 на множестве (3.4). Поэтому функция PY (E, и) 
из (3.6) непрерывна по # на множестве (3.5). 


Функция 20) (+, и) существует, единственна, непрерывно дифферен- 
‹цируема по ¢ как решение линейной задачи Коши (3.6) с непрерывной 
правой частью. Таким образом, если утверждение 3.2 справедливо для 

= 0,j — 1, то оно справедливо и для k = 7. Так как при k = 0 утвер- 
ждение 3.2 доказано, то отсюда по индукции следует, что утверждение 3,2 
справедливо для всех k 2 0. О 


3.3. Мажоранта для функции G 

Рассмотрим функпию 

G(z,t,e,f) = F(z, t,¢, f) — F(0,t, 0, f) — F,(0, t, 0, f) =. (3.8) 
Определение 3.1. Ряд 


oo 
Ф(=) = > Gj, iy тр... OE 
tt..obiy=0 
называется мажорирующим для ряда 
оо 
p(z) = > 8 и a} ose ay, 
tte. biy=0 
если выполняются неравенства |5;..:,| < @i,..iy- Функция ф(т) 
называется мажорантой. Обозначение: ф «< y(arg x). 
Определение 3.2. Пусть f = (f1, /»,..., fn) — вектор и A = (a;;) — 
матрица. Тогда обозначения f < фи(ате т), А < p2(arg =) эквива- 
лентны следующим: f; < ф.(атв т), ais < фо(аге т), 1,7 = In. 
Для упрощения доказательства теорем 2.1—2.4 положим 
6=1+А;, F=1+A,, Ag>0, А, >0. (3.9) 
При других значениях 6, Е можно перейти к (3.9) соответствующим 
сжатием (или растяжением) т, 5. 
Представим функцию (3.8) в следующем виде: 
G(a, t,e, f) = [Е(т,Ье, f) — F(x, t,0, f)] + 
+ [F(a, t,0, f) — F(0, t, 0, f) - Е. (0,60, f) =] = 


1 
= [re t, в, f) dde+ 
0 


1 1 N er 
+f / > 9262; (90:2, &, 0, f)@xjx 91 40. (3.10) 
оо Е 


j=l 
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Воспользуемся интегральными формулами Коши 
1 F(z, t, и, f) ал ...42м dp 


Fe(@,t,€, f) = (2ni)X*t J (1-21)... (2м - к) (и - =)? 


Е t 
F(a, t,e,f) _ 1+ Se greek f) dz, ...dzy dp, 


дт;дть ~ бан 
Ел — 21). (25 — 25)". (zp — ate)? (u 2), 
0, j#k, 
бук = 3 
1, j=k, 


LT fal=lade jawi=lt+As веть 
Отсюда и из условия 2.2 об ограниченности функции F следует, что 


9? F(z, te, f) 
F(z, tie, ИС, |< 3.11} 
lF-(z, в, в, fll < С Эда gc (3.11) 
при 
И <1, law} < t€D, lel<l, ТЕР, 


Постоянные в (3.11) не зависят от 2, &, в, f, 1, К. 
Представим производные из (3.10) по интегральной формуле Кошги: 


1 F(z, t, Op, Г) ал... dzy dp 
F,{a, t, 85, = ? 
(р, 6¢, f) (2) ] (и)... (zw — вм) (и — =) 
2 


Or 1 9?Р/0тдх; (0012,0, f)dz;... dzy 
= (9012,6,0,/) = — i — 
Baba; ed A (2 )м $ (a a 21) wee (zn = тк) 
3 


fof fufe gaff. 


о  jal=t 3 ет [и 


Отсюда и из неравенств (3.11} получим мажорантные ряды для компонент 
производных 


с 
F(a, t, be, = 5 + €); 
MIDS eae 
er с 
00,2, t, 0, es | 
Bay Oa, uy ит = (arg2) 


k=iN, j=DN. 
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Постоянные С в мажорантных рядах не зависят от х, $, в, f, 0, 01, k, 1. 
Отсюда и из (3.11) следует формула для мажоранты функции G: 
G(z.t, €, f) < ф(т,е) = 
К; 
= ее |e +...4 ay) + |r. =). (3.12) 


Формула справедлива при t Е Гь, f € Dy. Постоянная K, не зависит 
от, ВЕ, f. 


Е 
1-Е 


3.4. Оценка интеграла 
Рассмотрим интеграл 


t 
nt, pn) = Ky / llU(E, s, в) ds (3.13) 
0 


на множестве (3.5). Из (2.3)-(2.5) и из непрерывности по f, з матрицы 
U(t, 3, и) в теореме 2.1 следуют неравенства 


+ 


к! [cas для теоремы 2.1, 
0 
t 
Ki / ce) 45 для теоремы 2.2, 
0 
вк ° (3.14) 


К! fice ~s)"+C]ds для теоремы 2.3, 
0 


t 
К! fore ds для теоремы 2.4, 
0 


С для теорем 2.1, 2.2, 
(и) < K2(t), K2(t)= 4 СИС = для теоремы 2.3, 
С exp {xt} для теоремы 2.4. 


Функция K(t) не зависит от м. 
3.5. Решение алгебраической задачи 
u=i(v,t,e), 1=1М, 


K,(t) 
l-—v,-...- Uy 


(3.15) 


фи, te) = = , 
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Из (3.15) следует 
=... = Wn =, 


=. 
—v(1 — №) + Ky (wiv? + =) И 


1+VA 4К2МЕ(1 + КМ) 
“wie ce 
Рассмотрим решение задачи (3.15), обращающееся в ноль при = = $: 
v=... =9м ==), ы 
1-VA 2K.€ (3.16: 


06) = мам) = (90+ 


Из (3.14), (3.16) следует, что при всех t Е D; функция Y(t, =) аналитичне 
в точке. = = 0. Поэтому решение (3.16) представимо в виде сходящегося 
pana 


oo 
a(t,e)=S oP (Е, о =о, 1=TN. (3.17) 
j=0 
Введем функцию 


с для теорем 2.1, 2.2, 
K3(t) = 4 CP“ + С — для теоремы 2.3, (3.18: 
Се?" для теоремы 2.4. 
Выберем постоянные в формуле для К2(#) так, чтобы при 
teD, [|<1 vec (3.19: 
выполнялись неравенства | 
4К2(®) Ми + K2(t)N] 


K3(t) > 1, < 
3(t) | Ei) <C<i, 
ji+ VA] >C>0, Hei. Ce ee 
Кз —-vV 
Тогда на множестве (3.19) аналитична по и и ограничена функция 
2K2(t) 
vty) = м 3.20) 
) [K3(t) - v](i + VA’) ( 
Из интегральной формулы 
J w(t, л)ал 
‚ в Де 
о A-v 


pit 
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п из ограниченности 1'(#, A) получим мажорирующий ряд 


у < 


ee (arg v), (3.21) 


где С He зависит от $, и. Из (3.16), (3.19) следует формула 
pt, =) — v(t, 5), ко ; 
Из нее и из (3.21) 


CK3(t)e == 
— Gi ee = 
u(t, €) = (=) < ТГ КЕ (ame), €€D, 1=ЪМ. 
Таким образом, ряд (3.17) сходится к решению задачи (3.15) при t Е Dy, 
lel < К; (8. 
Введем функцию 
У для теоремы 2.1, 
t (=) = 2 '09 для теоремы 2.2, 
sen 2 для теоремы 2.3, 


Т-х№=Е для теоремы 2.4. 


Здесь T, Хх — постоянные из теорем 2.1-2.4. На множестве 0 < t < &(=) 
из (3.18) следуют соотношения 


СЕ для теорем 2.1, 2.2, 
K3(t)e < 4 С= x") — для теоремы 2.3, 
Cel ex для теоремы 2.4. 


Показатели степеней € положительны, так как по условию теорем 2.3 
и 24 0 <х< [2%K4 1)! 10 <x < (2=)-'. Поэтому найдется значение 
és, He зависящее от $, Е и такое, что 0 <Е, ЗЕ и ряд (3.17) сходится 
равномерно к решению задачи (3.15) на множестве 


O<t<t.(e), О<ЕХ а». 


Из (3.15), (3.17) следует, что коэффициенты ряда (3.17) можно найти 
по формулам 


= @) 
3-1 
5 =0, v(t) = D> v jel t, a] ‚ ]=62,..., (3.22) 
i=0 
коэффициенты — положительные, неубывающие функции $. 
3.6. Мажорирующий ряд для (1.3) 


Утверждение 3.3. На множестве (3.5) ряд (3.17) мажорирует ряд (1.3). 


Доказательство. Предположим, что на множестве (3.5) при k = 0,7 —1 
выполняются неравенства 
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it, и) < 9, t= TW. (3.23) 
Из (1.8) следует формула 


t 


2, р) = / Viét— 8, p) Fs, р) ds. 
0 


Отсюда и из (1.7), (3.8), (3.12)-(3.15), (3.22) следуют неравенства 


ё 
Je, u)| < eC, n)]) < / НО, в, в) WE (s, w)ll ds, 
0 


rn =|F (5-е Wes te It в) = 


i=0 


1 о | G) 
= G (Soe emeve в, f(t, »)| « FRA, 
i=0 


[FO и) < [>( co 2 (hel, :)”. 
|9.) < | Новым [of Soe, О] ва 


0 i=0 


< ] НО, s, в аз- [e( a „бе, :)| oP 
< Е ( > vo (thet, t, О] 7 = v (8. 


Здесь использована монотонность положительных функций v(t), Taxus 
образом, получили: если неравенства (3.23) выполняются при k = 0,7 — J, 
то они выполняются и при k = 7. Так как 2®( и) = v(t) = 0, ю 
отсюда по индукции получаем, что неравенство (3.23) выполняется для 
всех k > 0. 


Из утверждения 3.3 следует, что ряд (1.3) сходится равномерно 
на множестве 


O<t<t(e), O<edce, O< pe. (3.24! 
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3.7. Сумма ряда (1.3) 


Утверждение 3.4. Сумма ряда (1.3) является решением задачи (1.2) 
на множестве (3.24). 


Доказательство. Запишем задачу (1.2) в виде 


d. 
F = Alt, we +Gle, toe, $b), theo =0. 


Отсюда видно, что задача (1.2) эквивалентна интегральному уравнению 


t 
2(t,€, и) = / U(t, 8, и) -6(2(8, в, и), 8, €, f(s, р)) ds. (3.25) 
0 


Функция С(х, t, Е, f), как следует из формулы (3.8) и из условия 2.2, 
аналитична по 2, € на множестве (3.3), 2 € CN, ЕЕ С. Отсюда, из (1.3), 
(3.12) следует: имеет место представление 


G(z(t, =, в), te, f(t, )) = У. Gilt, pe. (3.26) 
=0 


Ha множестве (3.24) ряд (3.26) сходится равномерно, члены ряда (3.26) не- 
прерывны по &. Поэтому подынтегральное выражение в (3.25) разлагается 
вряд 


6 t 
So talt, в, we*, he (ts, и) = [ U(t, 8, п). биз, 1) ds, (3.27) 
&=0 r4 


Удовлетворяющий условиям NOWIeHHOTO интегрирования: при 0 < 3 <t 
члены ряда непрерывны по 3 и ряд сходится равномерно. Это означает, 
что интеграл от суммы ряда (3.27) равен сумме от интегралов его членов. 
Последняя сумма равна сумме ряда (1.3), как следует из формулы (1.8). 

Таким образом, сумма ряда (1.3) является решением задачи (3.25) 
(a значит и задачи (1.2)) на множестве (3.24). 


3.8. Завершение доказательства теорем 2.1-2.4 


Из (1.1), (1.2) следует равенство 2($, =) = 2( =, =). Поэтому на мно- 
жестве 0 < t < Ь(=), 0 < € < € ряд (1.10) равномерно сходится 
К решению задачи (1.1). Единственность решения следует из локального 
Условия Липшица по £, которому удовлетворяет правая часть уравне- 
ния (1.1) в области определения. Теорсмы 2.1-2.4 доказаны. 
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$4. Доказательство теорем 2.5-2.8 


4.1. Коэффициенты ряда (1.3) 
Утверждение 4.1. Функции 2®(, и) существуют, единственны, не- 
прерывно дифференцируемы по t и удовлетворяют соотнощениям 

tn) =о, ик, &=1т (4.1) 
при 

teD, O<pK<é, (4.2) 
Cc для теорем 2.5, 2.6, 

ge(t) = < Ce) + С для теоремы 2.7, 
К 


Се для теоремы 2.8, 
р = {Е 0<Е<Т} для теоремы 2.5, 
С {Е 1>0} для теорем 2.6-2.8. 


„Доказательство. Из условия 2.1 следует, что 29 (6, и) = 0. Единственность 
этого решения следует из локального условия Линшица по z, которому 
удовлетворяет функция F(z, t, 0, f(t, #)) при ||2|| < 6 на множестве (4.2). 
Таким образом, утверждение 4.1 при # = 0 доказано. 

Предположим, что при j = 0, 0, #—1 на множестве (4.2) функция 


20) (, и) существуют, единственны, непрерывно дифференцируемы по # 
и удовлетворяют неравенствам 


z(t, в)! < 959. (4.3) 


Рассмотрим задачу (1.6) ana 2®(#, р). 
Из (1.7) следует, sto F(t, и) имеет вид 


Ри) = Е, (0,60, (6), 
k amt tras р 


PEW ={ > Coa ait Bement (0,t,0, f(é,4)) x 


mM, +..-+My y=] 

море _ am, ®) 
Пан] as при k>2. 
tat Ку 


Из формул (4.4), из условий 2.3, 2.4, из сделанного предположения 
следует: F® ( и) непрерывны по # на множестве (4.2). 
Из (2.2) следует, что A(t, и) непрерывна по # на множестве (4.2), 


A(t, и) = Е, (0,8, 0, (в). (4.5) 
По теореме о решении линейной задачи Коши 2®(ё, п), как решение 


задачи (1.6), существует, единственно, непрерывно дифференцируемо по { 
на множестве (4.2). 
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Перейдем к оценке 2(®(&, р) на множестве (4.2). Из (4.4) и из условий 
2.3, 2.4 следует: 


IFO, в) < С. (4.6) 
Из (4.6), условий 2.3, 2.4 и из предположения следует неравенство 
F(t, и) <С для теорем 2.5, 2.6. (4.7) 


Чтобы получить оценку для теорем 2.7, 2.8, заметим, что в (4.4) 
FY, в) — линейная комбинация производных от F, ограниченных 
по норме по условиям 2.3, 2.4. Коэффициенты в линейной комбинации — 
суммы произведений 


мк 
1=[T ee wl” (4.8) 
t=1 it 
с постоянными коэффициентами. Здесь 
N к 
в;20, T= d+ у < (4.9) 
ЕР j=1 


N Е 


Для теоремы 2.7: если У) = У. у 81; = 0, то все 81; =0и 
= j=1 


ШЕК (4.10) 
если D2 = 1, то лишь для одной пары значений I = 4,, j = J, справедливо 
равенство 31,;, = 1. Остальные числа 31; = 0. Поэтому 

= в), (4.11) 
Ш < 2, и) < ск +1) (27.1) +С< сз) +C. 
При D2 > 2 
М Е-1 N К-т 
mis TTTT eal «Пес <0 +0, 
I= jt 1=1 j=l 
М k-1 
=У (+1011, < (6+1) (281 - Ep) < (4.12) 
i=1 j=t 


<(к+10к-2)=2(к-+1)(&-1), 
пи<сР +9 С. 
Этсюда и из (4.6), (4.10), (4.11) следует оценка ; 
EO, wll < СРВ 4 © для теоремы 2.7. (4.13) 
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Для теоремы 2.8 из (4.1), (4.3), (4.8), (4.9) следуют неравенства 
М Е 


ml < JJ ПП Hee, р) < П П (cei) = Ce < CoM, (4.14) 


t=] j=1 
||P Ew) |< cet при k>2. 


Рассмотрим 2“)(é, и). Из формулы (1.8) следует неравенство 
t 
[ам < | Wee, в, мун - PMs, м) as. (4.15) 


Для теоремы 2.5: || A(t, и)|| < С приё Е Г», О < pw < (по условиям 
2.3, 2.4). Поэтому [|0 (, в, в) | < С при Оз <Ё<Т, О <и<Еи 


lize в) <С при O<t<T, О<р<Е 
Для теоремы 2.6: 


t 
llze(t, в) < Я ce) ds < С. 
0 


Для теоремы 2.7: 
t 
llze(t, в) < 7 [c(t— "+ С] [C8989 4 С] dsc eV) С. 
0 
Для теоремы 2.8: 
t 
| Ce ds при k=1, 


llze(t, HIS 4 
J cewtat —s)+kexs}ds при k>2, 
0 


м) < Се“ при k>1. 


Здесь использованы неравенства (2.3)—(2.5) для U и (4.6), (4.7), (4.13), 
(4.14) для Р®. 

- Таким образом, при сделанном предположении получили, что для 
функции z)(¢, и) справедливо утверждение 4.1. Так как для k = 0 
утверждение 4.1 доказано, то по индукции утверждение 4.1 имеет место 
для всех k = 0, n. | 
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4.2. Введение вспомогательной переменной 


Обозначим 
и=2- (Е, и), (Е, и) = у 2%, pe. (4.16) 
=0 
Из (1.2), (1.6) получим уравнения для и: 
“ = A(t, пи + б(и, Е, р), ulico =0. (4.17) 


Здесь 


n 
бе, в) = F(u+ в, и), Ье, 146 w)) — So POU, wet - 
k=0 


— A(t, в) Zn(t, =, р) — Alt, ри. (4.18) 
4.3. Функция G, 1 
Утверждение 4.2. Найдется такое значение Е\, 0 < €, < E, что при 
0<t<t.(e), O<edge, O< née (4.19) 


функция G(0,t, Е, и) существует, единственна, непрерывна no t и удо- 
влетворяет неравенству 


[IG(0, t, в, в)! < 9% (6="*", (4.20) 
где 
С для теорем 2.5, 2.6, 
_ ] ce) 4C — для теоремы 2.7, 
w(t) = Cc для теоремы 2.8 при n=0, (4.21) 
Celt*))st для теоремы 2.8 при n>, 
T для теоремы 2.5, 
t.(e) = со для теоремы 2.6, 
ВН ТЕ для теоремы 2.7, 
Т-хш= для теоремы 2.8. 
Доказательство. При п = 0 из (4.18) следует: 
I 
G(0,t,€, и) = F(0,t,, f(t, n)) = [ (0, t, бе, f(t, м) dée, (4.22) 
J ; 


161 (0, =, и) < СЕ, tED, О<ЕХЕ б<и<Е 


Здесь использованы условия 2.1, 2.3, 2.4. Таким образом, получили нера- 
венство (4.20) при п = 0. Oo 
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При n > 1 из (4.18) следует: 


G0, t,2,4) =F (2, (ее, и), Ё,е, 1 (и) - >_ PO we* (р) Znlt,€, и) = 
&=0 


=Р(2а(ве, и), te, Ц, H)) — (2 (в, р), В, в, 1 (6, и)” ыы 
1 


1 
-/ / 9" F(Za(t.d,#),6,A, и) р 
J eee J дл А. вые 
х6262...07 1401... 9-Е”. (4.23) 


Скобки с верхним индексом (<”) обозначают частичную сумму разложе- 
ния функции, стоящей в скобках, в ряд по степеням =. Частичная сумма 
содержит степени = с показателями, меньшими или равными п. 

Подынтегральное выражение в (4.23) является линейной комбина- 
цией произведений из следующих сомножителей: 


1) 0;, 1=Ьт+Ь 


a F,(x,t 
2) FREAD ‚ lsh4+h<nt+l, 
920 loz AW Saf (Ep) ви. выле 
oe eet ь (4.24) 
) П= ПИ У (, u)a'l(q—)!- » $420, 
k=1 1=1 * g=k 
a oN 
и=У У Евы <nth 
k=1 1=1 
Оценим Z,(t, в, р) на множестве (4.19). Из (4.1), (4.16) следует: 
2 (5, и) =0 при n=0; (4.25) 


в в 
12, (е, в, м)! < >> fz, в) < Do ge(te® при n>1; (4.26 
k=1 k=1 
112» (#, в, I] < Ce 
при {Е Д,, О<ЗЕЗЕ, 0 < п < Е для теорем 2.5, 2.6; 


п п 
lZn(ts в, Г] < [oe DOREY +Cle* < Se СЕМ 1) < Cel xt! 
k=1 k=1 


mpuO<cti<gTe%*,0ce<é,0< p< Е для теоремы 2.7; 
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n n 
(ве, ву << >> Cee” < У Cah < Cele 
k=1 k=1 
при 0S t< T—Yylne, ОЗЕХЕ, О < p< Е для теоремы 2.8. 

Так как 0 < x < [2(к +1]! для теоремы 2.7 4 0 < x < (n +1) 
{(n+ 2x]! для теоремы 2.8, то найдется такое значение €), 0 < Е! ЗЕ, 
что на множестве (4.19) 

|126 =, и) <6 при n>0. (4.27) 
Отсюда и из условий 2.3, 2.4 следует, что производные (4.23) ограничены 
по норме на множестве (4.19) при 0 < 6; <1,1=1 8+1. 

Оценим II на множестве (4.19). Из (4.23) следует, что 


n М n Sa 
mi < ПИ [> cen] <С ays reopen 2.5. 2.6. (4.28) 
k=1 t=1 Г gor 


Для теоремы 2.7: 


n N п Skt 
Ш < TL [ rice +и] < 


k=1 t=1 | gek 
п М ) n-k ) зы 
< | fe Е +¢| ; 
te 2 (629 


pls De < Cel 2+ 1) <c, 


no oN 
{I < II I [Сено +5] зы < с") +С. 
k=} 1-1 
Последнее неравенство получается так же, как неравенство (4.12). 
Для теоремы 2.8: 


n М n зы в N n-k зы 
|| < II II [> ate] < П П [= bed У etal ‘ 


k=1 I=1 ‘ g=k k=l t=1 q=0 
ef el <Cetlt-x*) <с, (4.30) 
n N М 
mi< ИП (ce) <cexp { wr sunt} Celt iat, 
k=1 1=1 k=1 1=1 


Из полученных для П неравенств (4.27)-(4.30) и из представле- 
ния подынтегрального выражения (4.23) в виде линейной комбинации 
следуют неравенства (4.20). 

Существование, единственность, непрерывность по # функции 
G(0, t,e, м) следует из формул (4.22), (4.23), неравенства (4.27), усло- 
Вий 2.3, 2.4, утверждения 4.1.. О 
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4.4. Функция G, И 
Утверждение 4.3. Найдутся такие значения $, €2, что > 0,0. 
€2 Зв! и при 
lull <8, № <6, 0<Е<Ь(), O<e<e, O<pse (43) 
функция G(u,t, €, и) существует, единственна, непрерывна по и, 
и удовлетворяет неравенству 
Пабы, t,€, и) — GG, t,€, w)ll < [Z(t, €) + Пи + ИА Ile — a, 
Ce для теорем 2.5, 2.6, 

и при n = 0 для теорем 2.7, 2.8, (4.32, 
(Ct! +С) для теоремы 2.7 при n> 1, 
Ceexp{xt} = для теоремы 2.8 при n>1. 


L(t,e) = 


Доказательство. Из соотношений (4.25), (4.26) ana 2„(& Е, и) следует 
найдутся такие значения 5, =>, чтоб > 0,0 < = < ey о 31; 
lu + Zn(t,€, №) < lull + 2.6, в, в) < 6+ |2, в, wll < (4.33 


Отсюда, из (4.5), (4.18), из условий 2.3, 2.4, из утверждения 4. “ из равен 
ства 


п 
Do POG, wet + Att, w)Zalt,€. в) = [Р(2 в, в), в, (6 и) 
k=0 
следует существование, единственность, непрерывность по u, $ функци 
G(u, t,€, р). Оценим AG = С(и, ВЕ, и) — G(t,t,e, и). Из (4.5), (4.18 
следует 
Аб=Е(и-+ Е, и), Е, f(t, р))- 


—F(@+2Z,(t,¢,4),t,¢, f(t, и)) — Fo(0,t,0, f(t, и). (ий) = 


1 . 
= [Е (Zaltse.n) +0(0-W) +t, тд) г 
0 


~ F(0,t,0, f(t,u)):(u-2)= os 
1 
-/ [= — Е: (6, Zn(t,€, р) +601 (и и) + 
0 
+ 611,1, 01, f(t, u)) dO, dO(u—%) = 
1 


N 
-// {5 Е eal es n+ Om ~ ++ 


дхдх 
оо 


+ Fra(a,t, А, ne} 461 dO(u — 4). 
2=F, =O, f=f(tp) 
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Здесь 
= 01 2.(Ь €, р) + 00;(u —%) +9, 


HEI < |12.(6, в, му ый + (1 — ФВ < 2,46, в, +8 < 
Полученное неравенство следует из (4.33). Оно справедливо на множе- 
стве (4.31). 

Таким образом, производные от F под интегралом в (4.34) ограни- 
чены на множестве (4.31) по условиям 2.3, 2.4. На (4.31) имеем: 


AGI] < [С 2,46, в, в) + |lell + [lel] + Ce] |lu — a. (4.35) 
Из (4.25), (4.26) следует, что 
Zot, в, у =0, | в, и) < Ce 
для теорем 2.5, 2.6, n > 1; 


п-1 
[2,6 в, wll < Cte So Fe + Ce < ес + С) 
k=0 


для теоремы 2.7, n > 1, так как Sleep < < С (смотрите (4.29); 


net 
wt kent 
Nesey = 
112, (6 =, wll < Се гУ`е e* < Cee 
k=0 


для теоремы 2.8, n > 1, так как в e*tek < С (смотрите (4.30)). 
Отсюда и из (4.35) следуют НН (4.32). im) 


4.5. Применение теоремы 2.10 к задаче (4.17) 
Для любых значений =, и (0О<ЕЗЕ2, 0 < w < €) задача (4.17) 
удовлетворяет условиям теоремы ie в которой нужно положить 
6=6, ь=ь(), Li(t)=L(t,e), 12=Ь U(t,s)=U(t,s,p). (4.36) 


Ь (=), L(t, =) задаются формулами (4.21), (4.32). По теореме 2.10 решение 
задачи (4.17) существует, единственно и удовлетворяет неравенству (2.9) 
при t, €, и из множества (2.10). 

Рассмотрим функции а, 6, с. При 0 <t <t,(e), О<ЕЗ Е, («В <Е 
43 (2.3)—(2.5), (2.8), (4.20) следует: 


а абс.) = max 2 (a, 8, |. G00, 8, €, и) @ < 


< пах os | О, 8, в) go(s) 45" 
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a(t,e, и) < 


При 0<t< 


следует: 


< 


Cte"*! для теоремы 2.5, 
Ce"™1(1 - e~™) для теоремы 2.6, 
q 


max | [C(q—s)*+C] [сз +) + С] dse™ < 
O<q<t о 

< [СН + СЦ” для теоремы 2.7, 

Ч 
Cexp {к(4 - 3) + (п + 1)кз} 48 =" < 

0<9< 

< Cer е®+0* _ ot) для теоремы 2.8 при п > 1, 
Се(е* — 1) для теоремы 2.8 при п = 0. 

(Е), O< € < ЕС, О<и<Е из (2.3)-(2.5), (2.8), (4.32) 


4 
b= Ще) = max Гоа, =, ml 14а, в) as, 
cect J 


Cte для теоремы 2.5, 
q 


max | Се“; аз < Ce(i—e™™) для теоремы 2.6, 
O<g<t 2 


tons vas | [C(q— 8)" +C] -(Cs*" + С) аз < 


< [ere + Ct]e для теоремы 2.7 при п > 1, 
max | [C(q—s)*+C] dse < (СИ + oy 
O<g<t 

ae See 0, 
x. | C exp {x(q — 3) + кз} аз: < Cete™ 
ее 
ae теоремы 2.8 при n > 1, 
q 
max [| Ce“) ds в < Ce(e™ — 
O<q<t 4 
для теоремы 2.8 при п = 0. 


При t € Dy, 0< pe < & us (2.3)—(2.5), (2.8), (4.32) следует: 


q 
c= c(t, р) = max / О (а, 5, в) ds, 
O<q<t 54 
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С для теоремы 2.5, 
Са 
max ra Ce“ asec для теоремы 2.6, 
O<q<t 
ae 
ots) <4) max / [C(q— 3)" + С] ds < Ct! 4.Ct ayia теоремы 2.7, 
O<q<t г 
q 
max | Ce") ds < Се* | для теоремы 2.8. 
O<q<t 


Окончательно получаем: при 0O<t <t.(e), 0 <ЕХ =, («р <Е 
выполняются неравенства 


a(t,€, и) < (=), ЦЬЕ, в) < bi(t,e), ср) < e (2), (4.37) 
Ст для теоремы 2.5, 
Се" (1 ем для теоремы 2.6, 
ay(t,e) = $ [С++ -. СН — для теоремы 2.7, 
Се“ (et — 1) "+1 для теоремы 2.8 при n> Il, 
Ce(e* — 1) для теоремы 2.8 при n=0, 
Cte для теоремы 2.5, 


СЕ(1-е*), для теоремы 2.6, 


(=) = 4 [CH + СЦЕ — для теоремы 2.7, 
СМ для теоремы 2.8 при п>1, 
Ce(e* - 1) для теоремы 2.8 при п=0, 
Cc для теорем 2.5, 2.6, 
e(t) = { Ct! + Ct для теоремы 2.7, 
Се“ для теоремы 2.8. 


Из неравенств (4.37) следует, что множество (2.10) содержит подмноже- 
ство 


pilt, e) =1-b(t,e) > 0, 
ri(t, €) = pilt,e) — 4ay(t, e)er(t) > 0, 


2ay(t, =) < 5 [pi(t,e) + \/т =], 


O<t<te), O<e<e, O<p<é 


(4.38) 


При t = 0 a; = 0, 6, = 0. Поэтому множество (4.37) не пусто. 
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.(€), 0 <= < €2 выполняются неравенства 


< 
Ce"! для теорем 2.5, 2.6 
бети-@т+е+ух 4 Сет-х < СЕ” +1-я-—1/2 — СЕМ 
для теоремы 2.7. 

Се п+1- ~(n4 xr < СебчИ- (n+1)/(n+2)] — СЕ) 

для теоремы 2.8. 

Ce для теорем 2.5, 2.6 

СЕН 4 Ge!-X — для теоремы 2.7, (4.39) 

СЕ Х" — СЕ ЖЕ = для теоремы 2.8, 
Ce"*! для теорем 2.5, 2.6 


2(п-+1)(к+1) | n+l (n41)[1~2x(«-+1)] 
ated [Ct a al 
для теоремы 2.7, 


Cett2)xt ntl < Cert xt 2)к для теоремы 2.8. 


Из неравенств для х, данных в условиях теорем, получаем: 
для теоремы 2.7 


1-2x(K+1)>0, 1-х>1- [2+1 |" = (264 1)/[2(e+ 1] > 0; 
для теоремы 2.8 
1-ж> И(®+2)>0, п+1- хе +2)к > 0. 


Таким образом, в (4.39) показатели степеней € положительны, правые 
части малы при малых значениях ||. Поэтому найдется такое значение 
&, Что 0 <Е, <= и при 0 <: <Ь(), OSE dca, О<и<еЕ 
неравенства (2.9), (4.38) выполняются и 


p(t, €) + /Ч( =) > РЦЬ =) + \/ч =) >С. 


2а1(& =) 
u(t, =, 
Ilu( РИ РИ СЫ 
Отсюда, из формулы (4.16), из утверждения 4.1 и теоремы 2.10 
получаем: 

1) при 0 <t < te), OS e < es, О < р < Е решение задачи (4.17) 
robot ‚ ежинственно и ‘Удовлетворяет неравенству |lu(t, €, №)!| < 
Са(ь =); 

2) при 0 <Е< Ь(=), ОЗЕЗЕ,, 0 < и < решение задачи (1.2) 
существует, единственно и удовлетворяет неразенству ||2($, =, р} ~ 
Z(t, =, Г < Са(ь =); 

3) при 0 <Е<Ь(=), O<e <e, решение задачи (1.1) существует, един* 
ственно и удовлетворяет неравенству ||x(t, =) — X,(t, €)|| < Си( =) 

Теоремы 2.5—2.8 доказаны. 


< Си(6:). 
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85. Доказательство теоремы 2.9 


5.1. Матрица Коши U, 1 


Утверждение 5.1. Матрица U(t, s, р) существует, единственна, не- 
прерывна по &, s при 


O<s<i<T, O0<pé (5.1) 
Доказательство дано в п.3.1. О 
5.2. Коэффициенты ряда (1.3) 


Утверждение 5.2. Функции z(t, и), k = 0,1,..., существуют, един- 
ственны, непрерывно дифференцируемы по t на множестве (5.1). 


Доказательство дано в п.3.2. О 
5.3. Мажоранта для функции Е 
Доказательство теоремы 2.9 достаточно рассмотреть для случая 
6=1, Е=1. | (5.2) 


При других значениях 6, Е можно перейти к (5.2) соответствующим 
сжатием (или растяжением) т, Е. 
Из интегральной формулы Коши (3.2) и из условия 2.1 следует: 


1 


F(«,t,e, f)=F(z,t,e, f) —F(0,t,0, N= [ FpPO2t,06,1hao= 


0 


1 
= / [F, (62,1, ве, f)e-+F.(0x,t,0¢, fe] 40 = 
0 


1 


F,(6z,t, Op, f)dz,...dzydp 
= | are | (4-21)... (ew—enyu-e) my 


F,(0z,t, Op, f)dz,...dzydp i 
(21-@1)... (zw — By )(H—€) 


1 |al=lewl=1 [ее 
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Отсюда получим соотношения 
K(x, +-..+ yn +=) 


Е (т, в, f) < Н.П 2 =) < 
< Slows.) «ф(т, =), =Ъ,М, 
К5(1 + 5) 


‚ ЭЕЖН... М +6, 
1-5 (54 


K = ee oP (Mint Poo 
[Fizy (2, В, в, Г), Fee(z, t, и, Г), 

Г, = {26 С\, lal <1, О<ЕЗТ, рЕС, Ш<1, 
ЛЕШ,, k=i,N, t=1,N}. 


ф(т,=) = 


Постоянная К не зависит от х, t, €, f, р. Значения t, f принадлежа 
множеству 0 <i <T, f € Dy. 
5.4. Исследование вспомогательной задачи 
Рассмотрим задачу 
dv; ыы | 
< = 96,2), зДыь=0, F=LN. (55 
Нетрудно проверить, что задача (5.5) имеет единственное решение 


= (1+e)(1-«- VA) 2 — Ace Nt 
Y=...= vy = Nite+Va) ° А =(1+ =) -4е""". (5.6 


Из формул следует, что % — аналитическая функция в точке = = 0 mp! 
любом значении $ и, значит, разлагается в сходящийся ряд 


u(t, €) = 5 vo (the®, (51 
k=0 


Радиус сходимости ряда (5.7) нетрудно найти из (5.6): ряд (5.7) сходите 
к функции (5.6) при 


lel <F= 208-1 - JB, адм (с 1). 
Решив неравенство относительно # при 0 < « < € = 1, получим, I 
ряд (5.7) сходится к функции (5.6) при 


1 (1+e)? 
О<Е< = sS , 
<t<T, t<t.= polo 


О<ЕЗЕ=1. 
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Для любых значений в, t, из множества 


7 1 (l+ey? 
О<ЕЗЕ=Т 0<ЬЗТ, &< xn” ae 
ряд (5.7) сходится равномерно к функции (5.6) на отрезке 0 < t < ty. 
Коэффициенты ряда (5.7) — непрерывно дифференцируемые ноло- 
жительные функции $, их можно вычислить по формулам 


v(t) =0, v(t) = / У(Ь 3) - (1) - ри) ds, (5.8) 


ont) = [o( 5 (He, e)]”. 


J=0 


Здесь (1) — столбец из единиц размерности N. V(t, s) — матрица Коши 
уравнений в вариациях для задачи (5.5). Эти уравнения имеют вид 


ie 


a ЕК +... +4»), 1=ЪМ. (5.9) 
Матрица Коши соответственно равна 
Vit,s) = B+ [eX™*9) _ 1] №-14(1), (5.10) 


A(1) — матрица размерности М x М, состоящая из единиц. 
Первая формула (5.8) следует из (5.6). Вторая формула (5.8) следует 
из интегрального уравнения 


t 
v(t, €) = hf Vit, s)[p(v(s, €), =) - К1) - A(K) - o(s, €)] ds, 
0 


которое эквивалентно задаче (5.5). 


5.5. Матрица Коши U, И 


Утверждение 5.3. Элементы матрицы U(t, s, и) удовлетворяют не- 
равенствам 


[О (6, 3, в) < УДЬз), O<s<t<T, О<р<Е (5.11) 
ия Матрицы Коши представимы в виде сходящихся рядов 


t t 
U¢tsu)=B+ f даьаи+ ff Aa.H)-Alan) dander +... 
s 3 8 (5.12) 


£ tn 
vine=B+ | Жкаи+ | | PK) Anda +... 
5 8 8 
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Здесь A(é, и) = Е, (0, 1,0, f(t, )). Из (5.4) следуют неравенства |4; (#, и)! < 
К при <: <Т, 0 <р<Е. Отсюда и из (5.12) получаем (5.11). Q 


5.6. Мажорирующий ряд для (1.3) 


Утверждение 5.4. При 0 < t < T, 0 < р <Е pad (5.7) является 
мажорирующим для ряда (1.3). 


„Доказательство. Предположим, что для J = 0, —1, О<1<%,0<и<ё 
выполняются неравенства 


Pt w|<P®, +=1М. (5.13) 
Тогда при 0 < t << T,0< p< é us (1.7), (5.4), (5.8) следует: 


[a(S wel,t, 6)" 


< [>( > (te, О] ы =, g=LN. (5.14 


j=0 
Отсюда и из (1.8), (5.8), (5.11) при A> 1,0<t<T,0<y< Е получаем: 


FO, = 


< 


м 
Мени = | [Lotte 8.0) HP (6,m) a < 
о gl 
Ем 
< ] Viglt, 8) ры) ав = 0), +=ТМ. 
о gl 


Таким образом, при сделанном предположении неравенства (5.13) вы 
полняются и при j = k. Так как 2(€, и) = v(t) = 0, то, используя 
математическую индукцию, получаем: при 0 <t <Т, 0 < р <ЕИ все: 
Е =0, 1... 


Mt и) < 59), i=. 
Е 
Следствие 5.1. Ряд (1.3) сходится равномерно на множестве 0 < t < 
t, при любом Е из интервала 0 <Е<Е=1. 


5.7. Сумма ряда (1.3) 


Утверждение 5.5. Сумма ряда (1.3) является решением задачи (1.2` 
на множестве 0 << t, при любом Е из интервала 0 <Е <Е=1. 


Доказательство аналогично доказательству в п. 3.7. С. 
Теорема 2.9 доказана. 
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§6. Доказательство теоремы 2.10 

Из условий 2.5, 2.7 следует, что для любых Т, 0 <ТЗЬ, правые 
части дифференциальных уравнений (2.6) непрерывны по в, # и удо- 
влетворяют условию Липшина по и при ||| < 6,0 <t< T. Отсюда 
и из теоремы о существовании и единственности решения системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений следует: найдется такое 
значение #1, (< В <Ь, что при 0 <Ё < В решение u = u(t) задачи (2.6) 
существует, единственно, непрерывно по # и удовлетворяет неравенству 
ull < 5. 
й Оценим u(t) на интервале 0 < Ё < В. Задача (2.6) эквивалентна 
интегральному уравнению 


t 
u(t) = U(t,0)-w + fi U(t, 8) - G(u(s), 3) ds. 
0 
Отсюда и из неравенства (2.7) следует: 


2 
НКО < 1076,0) м? + [0% 5) -6(,в) dlls 
0 


+ | (IO, s)ll-IG(u(s), 8) ~ (0, s)I} ds < 
0 


(6.1) 
< 100 <u? + ] U(t, 3)-6(0, 8) |+ 
0 


t 
+ йе UID (t, $) [L(6) + L2(s) - Иыб8) И =a) ds. 


Так как 
lu(2)Il < (6) = max | (9) || 
O<q<t 


и так как v(t) — неубывающая положительная функция, то 
t t 
поз) об) «ищо as < | По 91 tas) аз. 
0 oO 


Отсюда и из (6.1) получим неравенства 
v(t) < а +605), —_—_—e#)v?(t) —[1—B(#) Jot) +a(t) >20. (6.2) 
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Рассмотрим множество (2.10). Оно не пусто, так как функции a(t), 
b(t), c(t) непрерывны по t и а(0) = |||, (0) = 0, с(0) = 0. На (2.10) мно- 
жество неотрицательных значений Y, удовлетворяющих неравенству (6.2), 
распадается на две непересекающиеся компоненты 


20) - УТ _ 20 
< v(t) < (= elt) 5+ 7 (6.3) 
и 
сене ОО. НВ. с ба 


— 0 pt) = rl) 


(0) = |[u"l] = a(0) = (0). 
Так как множества (6.3), (6.4) не пересекаются и функция v(t) непрерывна 
по t, то для всех t измножества (2.10) при условии 0 < # < В выполняются 
неравенства 
2a(t) 


(2) || < v(t) < v(t) = =. 

pt) + Vr) 

Предположим, что множество (2.10) содержит такую точку t2, что 

t, <Ъ. Тода: 1) (2.10) содержит все точки 3, 0 < з < В, так как a(E), b(t), 

c(t) — неубываклщие функции; 2) |lu(t,)|| = 6, так как иначе решение 
u(t) можно было бы продолжить. Отсюда и из (2.10), (6.5) следует: 


__ 24) _ 


6 = КВ) < Г. Te) a” 


Пришли к противоречию, из которого следует, что решение задачи Ko- 
ши (2.6) существует для всех значений # из множества (2.10), Решение 
единственно и удовлетворяет неравенствам (6.5). Теорема доказана. 


При & = 0 имеем: 


(6.5) 


$7. Доказательство теоремы 2.11 


Доказательство теоремы 2.11 аналогично доказательству теоремы 
Ляпунова при J = М [33] и теоремы Румянцева при J < М [41]. 

Пусть = — произвольное число из множества (2.12). По теореме 
о существовании и единственности решения системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений [4] найдется такое значение t, = &,(=) > 0, 
что решение задачи (1.1) существует, единственно, непрерывно по # 
и удовлетворяет неравенству ||52(Ё, =)|| < 6 при 0 < t < Ь. Покажем, что 
IZ, =)|| < 6 при ОЗЁЗЬ, t < 00. 

Pace ae og противное. Пусть для некоторого значения #1 = Н(=} 
(0 < t) < te, В < co) |, =) || = 6. Тогда из условия 26 теоремы 
2. и. следует неравенство Л(2(#,=),Ё,=) > р. С другой стороны, в силу 
условия 2а теоремы 2.11 и последнего неравенства (2.12) справедливы 
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соотношения A(2(t),€), t1,£) < Л(0,0,=) < р. Пришли к противоречию, 
из которого следует утверждение теоремы о том, что ||2(, =)|| < 6 при 
0<t<t,t<o. 

Пусть J = М. Тогда х = #. Предположим, это t, < ©. Тогда, как 
доказано, ||5(+,,=)!| < 5. А это означает, что решение можно продолжить. 
Получили противоречие, из которого следует, что при J = N t, = 00 
Теорема 2.11 доказана. 


$8. Примеры почти регулярной задачи Коши 


Пример 8.1. Рассмотрим задачу 
=. [1 +2c08 ($) +96 l+a+e), 2(0,€)=0, (8.1) 


rae а — постоянная, не зависящая от г, $, =. Ноложим ](,Е) = cos (#/=) 
и рассмотрим задачу с двумя малыми параметрами 

4. 
S = [1+ «00s (]е+эс 1+2+2), — 2(0,6,р)=0. (8.2) 


Pan (1.3) для задачи (8.2) имеет вид 
—h -h e* kl =", . t 
z=ele'-1)+ 1- h=t+apsin{ - }. 
(ADs era) pain) 
Соответственно ряд а для задачи (8.1) равен 
=eleo— ee et)! ot = sein (Е 
ш=е(е 9+} (1-е) e*, озна ( 1). (8.3) 


Задача (8.1) удовлетворяет условиям теорем 2.1-2.8. 

По теореме 2.1 для любого значения T > 0 найдется постоянная =, > 0, 
не зависящая от t, € и такая, что на множестве 0 << Т, 0 <Е< Е, решение 
задачи (8.1) существует, единственно и представимо в виде равномерно сходящего 
ряда (8.3). 

Уравнение в вариациях для задачи (8.1) имеет вид 


4 Е: t 
a [ее (1) 
Матрица Коши равна 


пью в ann (=) фаны (=) }. 


Справедливо неравенство 
НОЕ, в, му < Се", O<s<t, O<p<e, Cae 


По теореме 2.2 найдется постоянная в, > 0, He зависящая от t, Е и такая, что 
на множестве t > 0, 0< € < в, решение задачи (8.1) существует, единственно 
и представимо в виде равномерно сходящего ряда (8.3). 
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Теоремы 2.3, 2.4 слабее теоремы 2.2, поэтому их не рассматриваем. 

По теореме 2.5 для любых значений Т > 0, п > 0 найдутся постоянные 
в, > 0, C,, не зависящие от &, € и такие, что решение задачи (8.1) существует, 
единственно и удовлетворяет неравенству 


Це, =) — Xn(t, e)ll < Сие“ 
при О<ЗЁХТ, 0О<ЕЗЕ., 
Хо, =) =0, Xi(t,e) =€ (=* - 1) 4 


Жив) =e (e% -1) + у е (1 -е*)*" = при n>2. 
Ге 


По теореме 2.6 для любого значения п > 0 найдутся постоянные €, > 0, C,, 
не зависящие от t, € и такие, что решение задачи (8.1) существует, единственно 
и удовлетворяет неравенству 


z(t, €) — Kat, в) < С," "(1 - e*) 


mput>0,0<ege,. 
Теоремы 2.7, 2.8 слабее теоремы 2.6, поэтому их He рассматриваем. 
Точное решение задачи (8.1) существует при t > 0, 0 < € < | и имеет вид 


a e(1 - =)(1- е*) 


Е+ (1-е? ` (8.4) 


(Если = > 1, то г существует не Ha всей оси # > 0. Здесь рассматриваются только 
значения 0 < € < 1.) Ряд (8.3) сходится к функции (8.4) равномерно на множестве 
#20, О<ЕСХЕ,, где =, — произвольное число из интервала 0 < Е, <Еь, Exe — 
единственный корень уравнения =(1 + е"") = 1. Это следует из формулы (8.4) 
и из неравенств |=(1 — е`*)| < в,(1 + el) < e (1+ ее) = 1. 

Остаточный член ряда (8.3) равен 


=(1 ~ =) (1 - e?) "1 е7)* 
—X)= 3 -X, = 21. 
ean + (1-в)е? ’ 2 e+(l—e)e9 RE 
Пример 8.2. Рассмотрим задачу 
4 t 
= = [оо (:)е+ =), 2(0, =) =0, (8.5) 
me а — постоянная, не зависящая от х, $, Е. Положим f(t,e) = соз (#/=) 
и рассмотрим задачу с двумя малыми параметрами 
dz t , 
— = a 0. =0. 8.6) 
г: += (1) Jere, 20, в, #) 0. ( 


Ряд (1.3) для задачи (8.6) имеет вид 


co 
z= Spare, h=t+apsin (:). 


k=2 
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Ряд (1.10) для задачи (8.5) равен 


© 
z= So gh te, g=t+aesin (:). (8.7) 
Ри 


Задача (8.5) удовлетворяет условиям теорем 2.1, 2.3-2.5, 2.7-2.8. 

По теореме 2.1 для любого значения T > 0 найдется постоянная =, > 0, 
не зависящая OT &, € и такая, что на множестве 0 Ct ХТ, 0 <ЕЗ Е, решение 
залачи (8.5) существует, единственно и представимо в виде равномерно сходящего 
ряда (8.7). Уравнение в вариациях для задачи (8.6) имест вид 

a 
—=0. 
dt 
Матрица Коши равна 
U(t, 8, п) = 1. 


Неравенство (2.3) для U не выполняется, поэтому теоремы 2.2, 2.6 He применимы 
к задаче (8.5). 

Но теореме 2.3 для любых значений Т > 0, Хх, 0 <Х < 1/2, найдется 
постоянная Е, > 0, не зависящая от &, Е и такая, что на множестве 0 << ТТХ, 
O<e<e, решение задачи (8.5) существует, единственно и представимо в виде 
равномерно сходящего ряда (8.7). 

Теорема 2.4 слабее теоремы 2.3, поэтому ее не рассматриваем. 

По теореме 2.5 для любых значений T > 0, п > 0 найдутся постоянные 
=, > 0, C,, не зависящие от &, = и такие, что решение задачи (8.5) существует, 
единственно и удовлетворяет неравенству 


[2(6, =) — Xn(t, e)l| < Сие" 
при О<Ё ХТ, О<Е<ХЕ,, 


В 
Же =, =0  Xn(t,e)= Dog tet при n>2 
= 


По теореме 2.7 для любых значений J > 0, х, 0% x < 1/2, п>0 найдутся 
постоянные в, > 0, С,, Cy > 0, He зависящие от $, Е и такие, что решение 
задачи (8.5) существует, единственно и удовлетворяет неравенству 


еб, ©) — Xn(t, в) < =” [Cre + с] 


при 0 <#< ТЕХ, О<ЕЗЕ,. 

Теорема 2.8 слабее теоремы 2.7, поэтому ее не рассматриваем. 

Точное решение задачи (8.5) существует при 0 < t < #, (=), => 0, тде &, — 
наименыший положительный корень уравнения 


tt 1 
t+aesin{ - | --=0. 
Е Е 


де, ° (8.8) 


Решение имеет вид 
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Ряд (8.7) сходится к функции (8.8) равномерно на множестве 
с 
05:5: - Е, =>0, —|а[’<с 
при любом с, 0<с< |. Это следует из формулы (8.8) и из неравенств |9=| < 


te+|ale? Зе < 1. 
Остаточный член ряда (8.7) равен 


2 п ott) 
z-Xo=—_, т. при nd 
1-9: 1-9Е 
Пример 8.3. Рассмотрим задачу 
dz t 
em [it acos| = (#+=)(1+2+=),  2(0,¢)=0, (8.9) 
где а — постоянная, не зависящая от т, t, =. Положим Д( =) = cos (t/e) 


и рассмотрим задачу с двумя малыми параметрами 
t 
—= [оо (£)|eroarero, 2(0, =, р) =0. (8.10) 


Ряд (1.3) для задачи (8.10) имеет вид 
со 
t 

z=(e*~ e+ e*(e* — 1) tet, hst+apsin (:). 

Ряд (1.10) для задачи (8.9) равен 
© 
t 
= jan 97-9 _ у. es 1% 
z= (е деи yr te*, g=t+acsi (2). (8.11) 


Задача (8.9) удовлетворяет условиям теорем 2.1, 2.4, 2.5, 2.8. 

По теореме 2.1 для любого значения T > 0 найдется постоянная =, > 0, 
не зависящая от $, € и такая, что на множестве 0 Ct CT, 0<ЕЗХ & решение 
задачи (8.9) существует, единственно и представимо в виде равномерно сходящего 
ряда (8.11). 

Уравнение в вариациях для задачи (8.9) имеет вид 


4 _ t 
a [ов (5) 
Матрица Коши равна 


vit, коек {t= s+apsin (:) ~ apsin (:)}. 


Справедливо неравенство 
ПО (её, в, в) < Се", O<s<t, O<psé& С=е№, 


Неравенства (2.3), (2.4) для матрицы U не выполняются, поэтому теоремы 2.2, 
2.3, 2.6, 2.7 не примевимы к задаче (8.9). 
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По теореме 2.4 для любых значений Т > 0, х, 0 < x < 1/2, найдется 
постоянная Е, > 0, независяшая от t,  итакая, что на множестве 0 < {< Т—хХ№е, 
0<=З© =, решение задачи (8.9) существует, единственно и представимо в виде 
равномерно сходящего ряда (8.11). 

По теореме 2.5 для любых значений Т > 0, п > 0 найдутся постоянные 
=, >0, C,, не зависящие от &, Е и такие, что решение задачи (8.9) существует, 
единственно и удовлетворяет неравенству 


\Iz(t, =) — Xn(t, €)|| < Сие"Н 
при О<ЕХТ, О<ЕЗЕ,, 
Хоф) =0, Xilt,e)=(e — Ve, 


а 
Х, (6, =) = (е*- e+ У ef(e7—1)* ec" при n>2. 
= 
По теореме 2.8 для любых значений T > 0, x, O< x < (n4+1)/(n+2),n 20 
найдутся постоянные =. > 0, С,, не зависящие от $, Е и такие, что решение 
задачи (8.9) существует, единственно и удовлетворяет неравенствам 
[ег (ё, е)| < Cre (е-1), 
lle(t, с) - Xalt,e)ll < Cee (=“-1), mB, 
при << Т-х№Е, 0 <ЕЗЕ,. 


Точное решение задачи (8.9) существует при 0 <Ё< Ь,(=), Е > 0, me t, — 
наименьший положительный корень уравнения 


ша (1) РЕ =: 
Е = 


Решение имеет вид 
~ e(1 + e)(e% — 1) 
1 Е— ee 


(8.12) 


Ряд (8.11) сходится к функции (8.12) равномерно на множестве 


с-= 
o<t<in( ) = lale, O<E< Ex, 
Е 

4, — произвольное число, удовлетворяющее неравенствам 0 < &,, < с, Exe <Е,, 
=, > 0 — единственный корень уравнения 


с 
eM --+1=0, 
Е 


2 — произвольное число из интервала 0 < с < 1. Это следует из формулы (8.12) 
х из неравенств |=(1 — е°)| < e(1 eft) <с<1. 
Остаточный член ряда (8.11) равен 


_ e(l+e)(e? - 1) 


ntlog 9 — 1)" 
ба вы а 


и п>1. 
1+ =— ве’ еее ™ ad 
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Пример 8.4. Рассмотрим задачу 


а [+acos (5) @ +5. 2(0,¢) =0. (8.13) 


Задача (8.13) удовлетворяет условиям теоремы 2.11 при любых значениях 5, 
Е из множества 6 > € > 0, если положить 
«< Л=(+2)?, р=(-2). 
Множество (2.12) описывается неравенствами 
0<=Е< min(é, 6—2). 
Производная по времени функции Л в силу системы (8.13) равна 


dA t 4 
aE = 2/1 + 000 (5) е+э <0. 


Из теоремы 2.11 следует, что решение задачи (8.13) существует и единственно при 
всех значениях # > 0, = > 0. Используя неравенство (2.13), получим следующую 
оценку: 
—2Е<:т<0 при #>0,Е>О0. 
Точное решение задачи (8.13) имеет вид 


€ 
х = —Е=. 


А/1 + et + 2а=3 sin (t/e) 


При ¢ > 0, => 0 оно удовлетворяет неравенству —= < x < 0. 


59. Регулярно возмущенная задача Коши 


9.1. Решение регулярно возмущенной задачи Коши 
Рассмотрим задачу 


= = F(z, t,€), 2(0, =) = x°(e). (9.1) 


Здесь х, F, 2° — М-мерные векторы, Е — малый параметр, t — 
независимая переменная (время). 

Введем обозначения: Dz С RY — окрестность точки z= 0; T, Е — 
положительные числа. 


Определение 9.1. Задача Коши (9.1) называется регулярно возмущен- 

ной, если: 1) Е(т,$,=) — гладкая функция на прямом произведении 

окрестности О, и отрезков 0 <{<Т, О<ЕЗЕ, 2) 1°(=) — гладкая 

функция на отрезке 0 <e < 2. 

Решение задачи (9.1) строится методом малого параметра Пуанкаре 
в виде степенного ряда по = (ряда Пуанкаре), коэффициенты которого 


зависят от ft: 
со 


a(t,e)= У =". (9.2) 


k=0 
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Алгоритм построения ряда (9.2) дан в $1. Из него следует, что нулевое 
приближение решения х®(#) является решением вырожденной задачи, 
которая получается, если в (9.1) положить = = 0: 


(0) ‘ 
S—=F(2,t,0), 20) =2"(0. (9.3) 
Коэффициент c(t) при &> 1 вычисляется по формуле 
t 
2) = Ut, 0) -[2°(e)]” + / U(t, 8) - F(s) ds, (9.4) 
0 
где U(t, 3) — матрица Коши уравнения в вариациях 
4% 
TAM 
keto ® (9.5) 
A(t) = F,(2(t),t,0),  Р®®= [r( So aM (elt, О] Г 


#=0 


Из написанных формул следует: для получения решения в явном 
виде (9.2) необходимо знать нулевое приближение 2)(t) и матрицу 
О (Е, 3). Тогда коэффициенты ряда (9.2) вычисляются последовательно 
по формулам (9.4) для k = 1, 2, ... 


9.2. Теоремы о точном решении 


Сформулируем условия, при которых будем рассматривать зада- 
чу (9.1). 


Условие 9.1. F(0,t,0) = 0 при t € Г», 2°{=) =0. 


Условие 9.2. Ha множестве ||1|| < 6, t € Dy, jel ЗЕ, = Е СМ, 
ЕЕС функция Р(х,Ь,=) непрерывна по совокупности аргументов, 
аналитична по т, Е, ограничена по норме. 


Условие 9.3. На множестве ||т|| < 6, ЕЕ Di, OSE KE, ЗЕ RY 
функция Е(т,Ё,=) имеет непрерывные по x, t, Е и ограниченные 
по норме частные производные до порядка п. включительно по Е 
и по компонентам вектора Z, п, = max(2,n + 1). 

Для задачи (9.1) справедливы следующие теоремы: 

Теорема 9.1. (Пуанкаре [4]). Пусть при D; = {t:0<t<T},T>0 
выполняются условия 9.1, 9.2. Тогда найдется постоянная Е, > 0, 
не зависящая от t, Е и такая, что на множестве 0 <&<Т, (Е | < es: 


1) решение задачи (9.1) существует и единственно, 2) ряд (9.2) сходится 
равномерно к решению задачи (9.1). 
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Теорема 9.2. Пусть при D;, = {Е t > 0}, к> 0 выполняются условия 
9.1, 9.2 и справедливо неравенство 
НОЕ, 8)! < Се, O<sct (9.6) 
Тогда найдется постоянная &, > 0, не зависящая om t, Е и такая, 
что на множестве t > 0, |Е| < Е: 1) решение задачи (9.1) существует 
и единственно, 2) ряд (9.2) сходится равномерно к решению задачи (9.1). 
Теорема 9.3. Пусть при Г; = {t: t > 0}, к> 0, С° > 0 выполняются 
‘условия 9.1, 9.2 и справедливо неравенство 
lV, < С°&-з)°+С, O<sK<t. (9.7) 


Тогда для любых значений T > 0, x, 0 <х< [2(к +1], найдется 
постоянная €, > 0, не зависящая от t, Е и такая, что на множестве 
O<t< ТЕХ, 0 < € < &: 1) решение задачи (9.1) существует 
и единственно, 2) ряд (9.2) сходится равномерно к решению задачи (9.1}. 
Теорема 9.4. Пусть при D, = {Е Ё> 0}, к > 0 выполняются условия 
9.1, 9.2 и справедливо неравенство 

lw ii<ce, O¢e<t. (9.8) 


Тогда для любых значений Т > 0, х, OS x < (2«)-', найдется 
постоянная Е, > 0, не зависящая от $, € и такая, что на множестве 
О<:<Т-Х№Е, 0 <e < Е»: 1) решение задачи (9.1) существует 
и единственно, 2) ряд (9.2) сходится равномерно к решению задачи (9.1). 


9.3. Теоремы об асимптотическом решении 
Введем обозначение частичной суммы ряда (9.2) 


в 
Xa(tse) = D> 2 Wet. (9.9) 

k=0 
Для задачи (9.1) справедливы теоремы 
Теорема 9.5. [4]. Пусть при Г; = {t:0 < t < T}, Т > 0 выполня- 
ются условия 9.1, 9.3. Тогда найдутся постоянные Е, > 0, Cy, Cur, 
не зависящие от $, € и такие, что решение задачи (9.1) существует, 
единственно и удовлетворяет неравенствам 
Це( =) — Xn(t,e\ll < Си", |, ©) — Xn(t 8) < Сы" 
при ОЗЕХТ, О<ЕЗЕ, 
Теорема 9.6. Пусть при D, = {Е t > 0}, к > 0 выполняются условия 
9.1, 9.3 и неравенство (9.6). Тогда найдутся постоянные Е, > 0, Cz, 
не зависящие om t, = и такие, что решение задачи (9.1) существует, 
единственно u удовлетворяет неравенству 

ee =) — X,(t,e)I|< С,="*1(1 Ба е “) 

при ё >20, О<ЕХЕ,. 
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Теорема 9.7. Пусть при D, = {Е Ё> 0}, к> 0, С° > 0 выполняются 
условия 9.1, 9.3 и неравенство (9.7). Тогда для любых значений Т > 0, 
x, O< x < [2(к + 1)|"*, найдутся постоянные =, > 0, С,, C2 > 0, 
не зависящие от $, в и такие, что решение задачи (9.1) существует, 
единственно и удовлетворяет неравенству 


(В, €) — Xn(t, в) < =" [С° С 
при 0 <Ё< ТЕХ, ОЗЕЗХЕ,. 


Теорема 9.8. Пусть при ПГ; = {Е t > 0}, к > 0 выполняются условия 
9.1, 9.3 и неравенство (9.8). Тогда для любых значений Т > 0, x, 0 < 
x < (п+1)/[(в-+2)к], найдутся постоянные Е, > 0, C,, не зависящие 
om t, Е и такие, что решение задачи (9.1) существует, единственно 
и удовлетворяет неравенствам 


liz(t, e)ll < С,=(е* -1), 
lla(t, =) — Xn(t, ell < oil -1), n>1 
nmud<ct<T-xIne,O< Ey. 


Из теорем 9.5—9.8 следует, что функция X,(t,¢), заданная форму- 
лой (9.9), является асимптотическим решением задачи (9.1) на отрезке 
(теорема 9.5), на полуоси (теорема 9.6), на асимптотически больших 
интервалах времени (теоремы 9.7, 9.8). Справедливы равенства 


2( =) = X,(t,e) Но (="), O<t<T, =-—+0 — (теорема 9.5); 
a(t,e) = Х.(Ь =) +0(e"), #20, =—0 — (теорема 9.6); 
(Е) = Х.(Ь =) Но (="*), 0<#<Т=Х, =—0 (теорема 9.7), 


где Т', x — произвольные числа из множества T > 0, 0 < x < [2(к+ 1], 
Xe =1- 2х(к+1); 


$(Ь =) = X,(t,e)+o(e""), O<t<T-—xIne, =-+0 (теорема 9.8), 


где Т, x — произвольные числа из множества T > 0, 0O< x < (2к)-1, 
Xe =1- 2КХ. 


9.4. Теорема о точном решении при фиксированном значении Е 


Теорема 9.9. [19]. Пусть при Г; = {t:0 <t < T}, T > 0 выполня- 
ются условия 9.1, 9.2. Тогда для любого Е, 0 < Е < &, найдется такая 
постоянная t, = t,(€), что 0 < t. <Т ина множестве 0 < t < ty: 1) 
решение задачи (9.1) существует и единственно, 2) ряд (9.2) сходится 
равномерно к решению задачи (9.1). 
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9.5. Оценка остаточного члена, интервала времени, значений 
малого параметра 


Для оценки точности асимитс”ического решения задачи (9.1) мож- 
но использовать теорему 2.10. Приведем теорему, которая отличается 
от теоремы 2.10 тем, что в ней учитывается малый параметр. Для этого 
рассмотрим задачу 


du 

a A(é, e)u + G(u, t, =), u(0) = м (=). (9.10) 
Условие 9.4. Матрица A(t,€) непрерывна по t при 0 <t < t.{e), 
O<e<é. 
Условие 9.5, При |lul| < 6, |® || < 6, 0<t <tc), 0 <= < Е функция 
G(u, t, =) непрерывна по и, t и удовлетворяет неравенству 

Си, t, =) — G(@, t, =) < [Lr(t, €) + Та(ё, =) (llull + 1] - tu — al, (9-11) 

где Ly(t, =) > 0, L(t, €) > 0 непрерывны no t. 
Обозначим 


9 
a(tse) = шах |0 (4,0,6) м ©) + 04, =, 5) -6(,=,5) ds. 
о<е< J | 
9 
b(t, =) = шах ] ОЧ, в, €)Il- лв, 5) ds, 
о<а< ы 


q 
e(t,€) = max fie 8, €)|| - L2(s, =) ds, 
o<axt J 


где U(t, в, =) — матрица Коши системы 


a 

— = A(t . 

9 = 46,5) 

Теорема 9.10. Пусть при 6 > 0 u t,(e) > 0 выполняются условия 9.4. 
9.5. Тогда решение задачи (9.10) существует, единственно и удовлетво- 
ряет неравенству 


2a(t, =) 


lu(é, =) < Sheers (9.12) 
при всех значениях $, = U3 множества 
Р(Е,=) Е 1-БЬ=)> 0, r(t,e) =p'(t,e) — 4a(t, e)e(t, =) > 0, 
(9.13) 


a(t, г) < вре, €) +\/т(6,=)|, O<t<4& (6), Ре <6. 
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9.6. Второй метод Ляпунова 


Задача об оценке остаточного члена ряда (9.2) тесно связана с зада- 
чами теории устойчивости. Покажем это. 

Обозначим остаточный член и = 2 — X,(t,€). Перейдем в (9.1) or x 
x u. Получим 


аи = р 
гы F(u,t,e), и(0,Е) = u°(e). 


F(u,t,) = F(u+ X(t), t,e) - [F(Xalt,e),t,9)]<”, (9.14) 


и? = 2°(e) - [2°(e)|—. 


Справедливы равенства F(0,t,0) = 0, м”(0) = 0. Рассмотрим вместе 
с (9.14) задачу 


я а. 
=. = F(wy, t, w2), = =0, w(0,e)=u'(e), w(0,e)=e. (9.15) 


Очевидно, что если (9.14) имеет решение и = 9(#, =), то (9.15) име- 
ет решение w, = 9(=), 1) = в, и наоборот. Так как F(0,t, 0) = 0, 
то система дифференциальных уравнений (9.15) имеет нулевое решение 
w, = 0, ш> = 0. При малых значениях модуля = (9.15) является задачей 
о репении системы обыкновенных дифференциальных уравнений при 
малых начальных возмущениях. Оценку таких решений (а значит и оцен- 
ку остаточного злена и) можно получить, используя методы теории 
устойчивости. 

Рассмотрим второй метод Ляпунова для задачи (9.1). Введем обо- 
значения: J — целое число, 1 < J <М; & — вектор, состоящий из J 
компонент вектора х; D — множество в пространстве ВУ 5 (2,4, €); 
D, = {(z, t, в): ||| < 6, 20,0%<=<8}. 


Определение 9.2. Производной по времени функции Л(и, $, =) в силу 
системы (9.1) называется функция 


dA _ OA(z, t,e) OA(z, t, =) 
и oe F(z, =) + a 


Пусть при (5, t, =) Е D производная по времени функции A(z, t, =) 
В силу системы (9.1) неположительна. Тогда для решения х = x(t, €) 
задачи (9.1) справедливо неравенство 


А(=(Т,е),Т,е) < A(z°(é), 0,€) (9.16) 


при всех Т', Е, удовлетворяющих условиям: при 0 < ¢ < Т.решение x(E, =) 
существует и 2(, =) Е О. Неравенство (9.16) позволяет иногда получить 
оценку вектора х или отдельных его компонент. Например, справедлива. 
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Теорема 9.11. Пусть для некоторых постоянных 6 > 0, Е>0, р>0 
выполнены условия: 

1. При (2,t,e) Е О, функция Е(т,Ё, =) непрерывна по & и имеет 
непрерывные по x, частные производные по компонентам вектора х. 
2. Существует такая функция A(z, 1, Е), что: а) при (x,t, Е) Е О, npo- 
изводная по времени функции A(z, t, €) в силу системы (9.1) существует 
и неположительна; 6) А(т,$, =) > р при (x,t, =) Е Dy, || = 5. 

Тогда, если множество 


O<e<é, |°()|<6, Л(2°(),0,=) <р (9.17) 


не пусто, то для любого & из этого множества решение задачи 
Коши (9.1) существует, единственно и удовлетворяет неравенству 
\|Z(t, =)| < 6 при О ЗЕЗЬ, t < co. Если 1 = М, то t, = 00; если 
Л < М, mot, =t,(e) > 0. 


Теорема 9.11 аналогична теореме Ляпунова при J = М [33] и тео- 
реме Румянцева при J < М [41]. А(х,Ь=) — функция Ляпунова. При 
выполнении условий теоремы 9.11 для всех = из множества (9.17) и t, 
ОЗЕЗЬ, Ё < 00, справедливо неравенство 


А (==), =) < A(x°(e), 0, =). (9.18) 


Неравенство 4Л/4 < 0 и неравенства (9.16), (9.18) позволяют иногда 
получить оценку решения задачи (9.1) и оценку значений $, € (смотрите 
пример 10.7). 


9.7. Замечания 


Замечание 9.1. Определение регулярно возмущенной задачи Коши дано для 
отрезка 0 < t < JT. Из теорем 9.2-9.4, 9.6-9.8 следует, что при определен- 
ных условиях решение регулярно возмущенной задачи Коши распространяется 
на бесконечный и на асимптотически болыной интервал времени. 


Замечание 9.2. Если D, — отрезок 0 < t < T, то ограниченность по норме 
в условиях 9.2, 9.3 следует из непрерывности функции и производных. 


Замечание 9.3. Условие 9.1 не ограничивает класс задач (9.1). Действительно, 
пусть условие 9.1 для задачи (9.1) не выполняется. Тогда перейдем к новой 
переменной Z по формуле: 


==-20(4) - 2°(e)+2°(0). 
Нетрудно проверить, что задача Коши для новой переменной удовлетворяет 
условию 9.1. Смотрите об этом в п, 1.3. 


Замечание 9.4. При выполнении условия 9.1 х(®(#) = 0. Если ¢ = 0, то 
решение задачи (9.1) существует на всей оси t > 0 в теоремах 9.2-9.4, 9.69.8 
(2=0). 

Замечание 9.5. Теоремы 9.1-9.11 являются следствиями теорем 2.1—2.11 co- 


ответственно. При этом неравенство = > 0 заменяется на € > 0, как следует 
из доказательства, данного в § 3--§ 7. 
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Замечание 9.6. В [19] показано, что теоремы 9.1, 9.9 можно получить из те- 
оремы Ляпунова о разложении решения в ряд по степеням начальных значений 
(начальных возмущений). 


$10. Примеры регулярно возмущенной задачи Коши 


Примеры 8.1-8.4 при обращении постоянной а в ноль становятся 
примерами регулярно возмущенной задачи Коши. Эти примеры разо- 
браны в $8. Когда почти регулярная задача Коши становится регулярно 
возмущенной задачей, теоремы 2.1—2.11 переходят соответственно в тео- 
ремы 9.1-9.11, неравенство = > 0 заменяется при этом на € 2 0. 


Пример 10.1. Решим методом малого параметра Пуанкаре задачу 


4 
3 =ex, 2(0,€)=6. (10.1) 
Подставим ряд (9. > в уравнения (10.1). Получим 
= ——e = 2 ен, У; 2®(0)Е* ==. (10.2) 
k=0 k=0 


Приравняем в уравнениях dy коэффициенты при одинаковых степенях Е. 
Получим 


az al = @-) 
a , 3 
20(0)=0, 2%O)=1; 2®(0)=0 #22. 
Рентение уравнений имеет вид 


k21, 


th 


(0) {® —. 
Perso; г = ho k2>1. 


Подставим формулы в выражение (9.2). Получим 


= = ey - ве“. 
= Len nm =: 


Нетрудно проверить, что функция 2 = ce является решением задачи (10.1). 
Пример 10.2. Рассмотрим задачу Коши 


а: 
«= x(e), — =2(0,е) =0, (10.3) 
Te функция х(=) определена равенствамя 
we: 
a= eh = (10.4) 
Справедливы равенства 
ах 
ЗЕ a =: 0, >20 
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Поэтому, используя метод малого параметра Пуанкаре, получим 
= 
290 =0, 20 Уно. 
k=0 


Однако решение задачи (10.3) имеет вид 
2 = x(e)t. (10.5) 


Решение равно нулю только при = = 0. При = 4 0 20. Отсюда следует, что 
метод малого параметра Пуанкаре не всегда приводит к решению задачи Коши. 

Задача (10.3) не удовлетворяет условию 9.2 теоремы Пуанкаре 9.1, так как 
функция х(=) не аналитична в точке = = 0. 

Для (10.3) выполняются условия теоремы 9.5 при любых 6 > 0, T > 0, 
Ё>0, п > 0. Асимитотическое решение X,(t,¢) = 0. Отсюда и из теоремы 9.5 
следует: для любого Т > 0 найдутся такие постоянные =, > 0, C,, что решение 
задачи (10.3) существует, единственно и удовлетворяет неравенству 


in(t,e)| < С,="" (10.6) 


при 0 ЗЕХТ, 0 << в». Решение задачи (10.3), имеющее вид (10.5), 
существует при всех значениях $, =. Нетрудно получить, что при любых значениях 
Т > 0, a> 0 нулевой ряд является асимптотическим решением задачи (10.3) 
на асимптотически большом интервале времени: 


x(t, €) =0(=“), O0<t <Te° exp {e*}, =—>0. 
Нри 0 ЗЕ < Те" exp {=?}, ОЗЕХЕ,, п > 0 справедлива оценка (10.6), где 
С, = Т=*. 
Пример 10.3. 


42 _ e(e+t—#”) 
a Pert © 


= i}, 2(0, =) = 0. (10.7) 


Решая задачу (10.7) методом малого параметра Пуанкаре, получим ряд 


==} 


расходящийся при всех значениях &, е из множества 0 < t < |=|. Решение 


задачи (10.7), имеющее вид 
Е 1 
=— -- .8 
2 ея a (10.8) 


существует при # > 0, если = > 0, и при 0 <t < ||, если = < 0. Функиию (10.8) 
нельзя представить в виде ряда (9.2), который сходился бы при 0<#ё < lel. 
Отсюда следует, что метод малого параметра Пуанкаре не применим для точного 
решения задачи (10.7). 

Задача (10.7) не удовлетворяет условию 9.2 теоремы Пуанкаре 9.1, так как 
правая часть дифференциального уравнения (10.7) не является непрерывной 
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в точке t = 0, & = 0. Чтобы это увидеть, достаточно устремиться к этой точке 


по пути 
1 
8; e=nstem{- th, 8 -+0. 
8 


Для задачи (10.7) выполняются условия теоремы 9.5 при любых 6 > 0, T > 0, 
Е> 0, n 20. Ноэтому для любого Т > 0 найдутся такие постоянные €, > 0, C,, 
что решение задачи (10.7) существует, единственно и удовлетворяет неравенству 


a(t, e) - хе) < С.="Н (10.9) 


при 0 ЗЕ ХТ, 0 << =». Решение задачи (10.7), имеющее вид (10.8), 
существует при # > 0, если ¢ > 0. Нетрудно вычислить асимптотическое решение 
и остаточный член асимптотики: 


n 
1 k 
Xolt, =) = 0, жд =- Dew {- 7} (-: при n>, 


= 1 
(Е, =) — X,(t, =) = = exp -- 7 при п>20. 
DAE АСЯ» р 
Для любых значений п > 0, T > 0, a > 0 функция X,,(t, =) является асимптоти- 
ческим решением задачи (10.7) на асимптотически большом интервале времени: 
== Х, (6, Е) + 0(=""'), O<t<Te*, —=&-0. 
При О<Е< ТЕ", 0 <= < в, справедлива оценка (10.9), где 


n+l atl 
С, = 
( e ) 

при условии: =, настолько мало, что удовлетворяет неравенству 
An+1)T > & | ent \/ я? + 25, (п +2) + i] р 
Пример 10.4. Рассмотрим задачу | 

dx _ =? 
# (+8? 
Используя метод малого параметра Пуанкаре, получим: 

20 =0, 20(0=0, Xplfe)=0, Хб=0. 


Функции z(t) при К > 2 не существуют, так как они должны удовлетворять 
уравнениям 


2(0, =) = 0. (10.10) 


429  k-1 
ыыы ()(9) = 
"oe * Ш 
Что невозможно. Решение задачи (10.10), имеющее вид 
et 
НЕ (10.11) 


существует при # > 0, если = 20, и при 0 <Ё< |e}, если = < 0. Функцию (10.11) 
нельзя представить в виде ряда (9.2), который сходился бы при 0 <#< (|, Е 0. 
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Отсюда следует, что метод малого параметра Пуанкаре не применим для точного 
решения задачи (10.10). 

Задача 10.10 не удовлетворяет условию 9.2 теоремы Нуанкаре 9.1, так как 
правая часть дифференциального уравнения {10.10) не является непрерывной 
в точке t = 0, Е = 0. Чтобы это увидеть, достаточно устремиться к этой точке 


по пути 
8 
t= 8, Е = г 8—0. 
8—1 
Задача (10.10) удовлетворяет условиям теоремы 9.10 при любых значениях 
6>0,€>0 un t,(e) = со. Справедливы формулы 


2 
= 
A(t) = 0, G(z,t,¢e)= | —}, DL, = 9, = 0, 
W=0 Geto=(25), n=. ь 
f € > et 
а = шах ( ) ds = й 5 =0, c=0. 
0<¢<t 5+3 e+t 
0 


Из теоремы 9.10 следует, что решение задачи (10.10) существует, единственно 
и удовлетворяет неравенству 


et 
la(t, €)1 < a (10.12) 


mpu t > 0, => 0. Это оценка остаточного члена нулевого и первого порядков, так 
как 

т=-ЖХ==-Х.. 
Оценка (10.12) является точной, так как совпадает с решением задачи (10.11). 
Пример 10.5. Рассмотрим задачу 


a =(z +ey?, 2(0, =) = 0. (10.13) 


Метод малого параметра Пуанкаре дает только первые коэффициенты ря- 
да (9.2): 
20) =0 2) =0. 


Для К > 2 функции FY) в (9.5) не существуют, так как правая часть диффе- 
ренциального уравнения (10.13) не имеет производных по 1, = порядка > 2 при 
z=0, = = 0. Решение задачи (10.13), имеющее вид 


45 
= ——— - €, 10.14} 
"Я Q-Wep? ary 
существует при всех значениях t, & из множества 0 < t < 2/Ve, € > 0. BC 
решение нельзя представить в виде ряда (9.2), так как функция (10.14) не имеет 
производных по € порядка > 2 при t > 0, = = 0. Отсюда следует, что метод 
малого параметра Пуанкаре не применим для точного решения задачи (10.13). 
Пример 10.5 не удовлетворяет условию 9.2 теоремы Пуанкаре 9.1, так как 
правая часть дифференциального уравнения (10.13) не аналитичиа в точке 2 = 0 
Е = 0. 
Для задачи (10.13) выполняются условия теоремы 9.5 при любых 6 > 0. 
Т>0,Е>0, п =0. При этом Xo(t, Е) = 0. Поэтому для любого 7’ > 0 найдутс” 
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такие постоянные €, > 0, C,, что решение задачи (10.13) существует, единственно 
и уловлетворяет неравенству 
lat, =)| < Се (10.15) 


при 0 <Е<Т, 0 <=<е,. Исследуя функцию (10.14), нетрудно получить, 
что при любом значении а из интервала 0 < а < 2 нулевая функция является 
асимитотическим решением задачи (10.13) на асимптотически большом интервале 
времени: 
2-a 
a(t, e) = Of), O<i< Ee = -+0. 

При 0 < t < (2-а)//Е, 0 <= < в, справедлива оценка (10.15), в которой 
С, = (4- а?) /а?. 
Пример 10.6. Рассмотрим задачу 

4. 

т = тет, — =(0,)=1. (10.16) 

При = = 0 эта задача имеет решение 2 (¢) = е*. Оценим остаточный член 
нулевого порядка 
Ш = 2 — X(t, =) ==- 2(t) =:-е. 

Для этого в (10.16) перейдем от z к переменной up. Получим задачу 
а; 
Е = Up + &(щ + ey’, шо(0, =) = 0, (10.17) 


удовлетворяющую условиям теоремы 9.10 при любых значениях 6, Е и t,(€) = со. 
Задача (10.17) эквивалентна интегральному уравнению 


t 
uo(t, =) = | ее [шо (в, =) + е'] 2 as, 


из которого следует: 
t 


uo(t, =) = ве (е' — 1) + / e**e[ug(s, =) + 2e"tig(s, €)] ds, 

trot : t 2 (10.18) 
ug < ee'(e* — 1) + (e’ — Nev} + 2ete'n, 
e(e' — 1) — (1 — 2ete’)vp + ce'(e'-1) 0, v9 = мах що (а, ©]. 
O<q<e 
Используя алгоритм доказательства теоремы 2.10, получим, что для всех t, Е 
из множества 
po = 1—2ete’ > 0, п=р- ее (е - 1? >0 


решение задачи (10.17) (а значит и задачи (10.16)) существует, единственно 
и удовлетворяет неравенству 


_ dee*(e' —1) 


[x — e'| = щ| <, = i (10.19) 
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При = = 0,1 полученный результат формулируется следующим образом: 
решение задачи (10.16) существует и единственно на интервале 0 < t < 0,949. 
При t = 0,9, ¢ = 0,1 из (10.19) следуют неравенства 1,64 < (0,9; 0,1) < 3,28. 

Оценку (10.19) можно улучшить, если рассмотреть следующие из (10.18) 
неравенства: 

||z-e ~ ве (е' — || = | to -ee'(e'-1)|< 

< (е-1ещ + 2eugte’ < (е' — 1 evs, + 2evate’. 
Для t = 0,9, ¢ = 0,1 отсюда получим: 
2,36 < 2(0,9; 0,1) < 3,28. 
Рассмотрим следующее приближение решения задачи (10.16). Нетрудно 
вычислить функцию 20 (#): 
2(t) =е(е'-1). 
Перейдем в (10.16) от 2 к переменной ш, 1 = 2 — X,(t,2) = 2 — ef - ве (е' — 1). 
Получим задачу Коши для wy: 
du: 
= = uy + =(щ + ce” — ce')(u +2е' + ce” — ce’), и1(0,=) =0, (10.20) 


удовлетворяющую условиям теоремы 9.10 при любых значениях 6, 2 и 1, (=) = со 
Задача (10.20) эквивалентна интегральному уравнению 


ш (6, =) = [ e*e[ui(s,€) + ве” — ве] - [шл(з, =) + 2е* + ее” — ве] ds, 


из которого следуют соотношения 
t 
uy(t,e)=a, + fe [ui(s.e) +-1(s,¢)2e*(ee* +1—e)| ds, 


ЕЕ [в =)е* +(=—2)е*-- не eo, (10.21) 


0 <a;-+o7e(e"—1) + 2erje"[e ee 
e(e'—1)vj—[1-2ee" (ве ==) |v, +a, 20, 4(¢,¢)= max |м (q,€)]. 
<<! 
Используя алгоритм доказательства теоремы 2.10, получим: для всех $, € из мно- 
жества 
pi = 1~2ee'(ce +t — et —€) > 0, м = pi — 4ea,(e' — 1) >0 
решение задачи (10.20) (а значит и задачи (10.16)) существует, единственно 
и удовлетворяет неравенству 
2a; 


jz -e — ee‘(e' — 1)| = (6, =)| <n. = ЕТ (10.22) 
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При € = 0,1 это означает, что решение задачи (10.16) существует и един- 
ственно на интервале 0 < # < 1,084. При t = 0,9, = = 0,1 из (10.22) следуют 
неравенства 2,71 < (0,9; 0,1) < 2,93. 

Уточним неравенство (10.22), используя соотношения (10.21): 
|= —e! —ee'(e' — 1) - ay| = fuy — ay] < vpe(et — 1) +2е1е' (ве + t- et—e) < 

< vye(e' — 1) +2е,е' (ce! +t - et — =). 
Для t = 0,9, = = 0,1 отсюда получим оценку 
2,82 < #(0,9; 0,1) < 2,93. 
Точное решение задачи (10.16) имеет вид 


e 


Оно существует при 1+=-— ee’ > 0. Для = = 0,1 это означает, что решение 
задачи (10.16) существует и единственно при 0 < £ < ШИ 2,398. По форму- 
ле (10.23) 

2(0,9; 0,1) = 2,88, 2,87 < =(0,9; 0,1) < 2,88. 
Пример 10.7. Рассмотрим пример 8.4 при а = 0: 


а. 
+ =-(r+e),  2(0,e) =0. (10.24) 
Задача (10.24) удовлетворяет условиям теоремы 9.11 при любых значениях 6, 
& из множества 6 > € > 0, если положить 
А= (2+2). 
Производная по времени функции Л в силу системы (10.24) равна 
dA 
Bet e <0. 
По теореме 9.11 решение задачи (10.24) существует и единственно при всех 
значениях # > 0, Е > 0. Используя неравенство (9.18), получим следующую 
оценку: 
—=<%<0 при #20, Е>0. 
Точное решение задачи (10.24) имеет вид 
Е 


V1 + 267% 


Tipu t > 0, => 0 оно удовлетворяет неравенству — < z < 0. 


$11. Оценка радиуса сходимости 


Рассмотрим задачу Коши 


“2 = Р(т,6,е), 2(0,¢) =0. (11.1) 
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Если эта задача удовлетворяет условиям теоремы Пуанкаре 9.1, то ес 
решение можно найти методом малого параметра Пуанкаре в виде ряда 


© 
a(t,e) = D> 2(te*, (11.2) 
k=0 


сходящегося при 0 < t < T, (| < €44. Рассмотрим оценки радиуса 
СХОДИМОСТИ =... Пусть О, — окрестность точки z = 0 в В" 3 2, О. — 
окрестность точки Е =ОвВЭЕ, О. содержит множество {=| < 1. 


Теорема 11.1. Пусть функция Е(т,1,Е) аналитична при x Е D,, 
О<ЗЕЗТ, ЕЕШ.. Пусть npud<t<T : 
F(z,t, =) < (a, €)(arg x, =), 


1 = | 
(т, = antes) $=) late, К = const. vis} 


Тогда ряд (11.2) сходится к единственному решению задачи Коши (11.1) 
при О <ЗЕХТ, || < es, где 


— 1 
Exe > 2еКМТ _ | —2\/еКМт (eXNT — 1) > rhea (11.4) 


Доказательство. Сходимость ряда (11.2) к решению задачи (11.1) следует 
из теоремы Пуанкаре 9.1. Оценим радиус сходимости. При доказательстве 
теоремы 2.9 в § 5 показано, что ряд (11.2) мажорируется рядом Маклорена 
функции 5; (4, =) из (5.6): 
(1+=)(1-=- VA) 
N(i+e+WvA) 
Так kak 2;(t,€) < 0;(t, =)(агв Е), то справедливо неравенство (11.4), в сс- 


редине которого стоит радиус сходимости ряда Маклорена функции (11. 5} 
на отрезке 0 <#<Т. a 


Теорема 11.2. Пусть функция F(2,t, 2) аналитична при x Е D:, 
O0<t<T,e€ D,. Пусть npud<t<T 


‚ А=(1+=)-4ееЁМ. (11.5) 


=... = = 


F(a, t,e) < фи, €)(arg z, =), (11.6) 
N 
KS 
фи, в) =, Faye К = const. 


Тогда ряд (11.2) сходится к единственному решению задачи Коши (11.1) 
при 0 ЗЕХТ, lel < eu, где Ex > р, р — решение (единственное) 
‘уравнения 

pew? = е КАТ (11.7) 


на интервале 0 < р< 1. 
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Доказательство. Сходимость ряда (11.2) к решению задачи (11.1) следует 
из теоремы Пуанкаре 9.1. Оценим радиус сходимости. В § 5 показано, что 
ряд (11.2) мажорируется рядом Маклорена функции (5.6). Точно так же 
можно показать, что 


a;(t,e) < v,(t,e)(age), j=l, (11.8) 
где 0, (t,€) — решение задачи 
м 
du; KS’ аа ty 
$ ing? weo=0, J=LN, 5 a em 
имеющее вид 
5 = T nr =; am 
0; = =, j=LN, se? = ве М-, (11.9) 
Рассмотрим отображение 
w=se" (11.10) 


комплексной плоскости $ на комплексную плоскость w. Обозначим О. 
образ круга |3] < 1 при отображении (11.10). Функция (11.10) однолистна 
в области |3] < 1, так как dw/ds = (1 - s)e™* # 0 при |5] < 1. Or- 
сюда следует, что функция (11.10) имеет обратную функцию з = ] (и), 
аналитическую в области D, Эм. 

Рассмотрим отображение w = g(t, ce) = ce комплексной плос- 
кости = на плоскость w. Обозначим D_ образ круга |=| < р при этом 
отображении (р — решение уравнения (11.7)). Покажем, что D_ C D, 
при любом # из отрезка 0 <i < T. 

а) Рассмотрим точки пересечения границ областей D,, О. .Пусть в, — 
точка пересечения. Обозначим ее прообразы соответственно 


‚К М1-Е 


s=e, Е = pe”, —п<а<т, —л<В<л. 
а, В являются решением следующих уравнений: 
se’ = g(t, =), еб е7 cos a—isin a = ре eKNt-p cosp—pi sins (11.11) 


7 008% — per вся в 
Е и 
6) Непосредственно проверяется, что точка @ = В = 0 является реше- 
нием системы (11.11) при t =Т и не является решением системы 
при {2 Т. 
в) Предположим, что точка @ = В = я — решение системы (11.11). 
Torga из (11.7), (11.11) следует: 


ee pe Nt+e = РКИК, 


1=2p-1-KN(T-t), 0<KN(T-t)=2p-1)<0. 


Получили противоречие. Поэтому точка и = В = * не является 
решением системы (11.11). 
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г) Из (11.11) следует: если a = а,, В =, — решение системы (11.11), 
To a = —а,, В = —В, — тоже решение системы (11.11); если 
В = 0, то а = 0; если В = т, то а = т. Точки а=вВ=0, а = 
В = я уже рассмотрены. Поэтому достаточно рассмотреть решение 
системы (11.11) в области —л <а<л, 0<В<я. 


д) Из второго уравнения системы (11.11) следуют соотношения 


0=а- В - па рятр <а- В- зпа- зв = 
1 
-—6 9 
= (ap) f 2sin? ETE gp, 
0 


Если (а, В) # 0, то интеграл положителен. Поэтому отсюда следует, 
что а > В. Получили, что решение системы (11.11) достаточно 
рассмотреть в области 0< В <а< т. В этой области 


cos а < cos В. (11.12) 
е) Из (11.7), (11.11), (11.12) следует: 


e = 


cosa =р-—1- КМ(Т — 1 — рсоз Б, 
—cos В <р-1-КМ(Т - t) - рсоз В, 
0< KN(T -2) < (2-1 (1 - cos В) < 0. 


Получили противоречие, из которого следует: при t = Т систе- 
ма (11.11) имеет единственное решение a = В = 0. При t #Т 
система (11.11) не имеет решения. 


1-КМТ „КМ!-рсоз В 
е Fy 


Таким образом, границы областей D,, D. имеют единственную 
точку пересечения при t = T и не пересекаются при # # Т. Так как 
точки $ = 0, = = 0 переходят в точку w = 0, то отсюда следует, чтс 
одна из областей D,, )_ вложена в лругую. Чтобы установить, какая, 
рассмотрим прообразы точки 

№ =, = -е. {11.13) 
Уравнения (11.10), (11.13) имеют решение $ = —1, лежащее Ha окружно- 
сти |5| = 1. Поэтому (11.13) лежит на границе области О. . 

Уравнение wy, = g(t, Е) не имеет решения. Действительно, обозна- 

чим = = Вей, 0< Е < р. Справедливы соотношения 


g(t =) = eek Nt-e a Reif еЕ№-Всозд- inp 
lg(t,€)| = ReXNt-Reosh peX Nite sail ef 1-KNT KNi+p < 


< 
< ef <е= [Weel 
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Таким образом, точка (11.13) не принадлежит замыканию области D_, 
и значит 
р- ср, 


при любом # из отрезка 0 <#< Т. 

Отсюда следует, что при 0 <Ё < Т, (| < р решение уравнения (11.9) 
относительно 3 имеет вид s = (g(t, =)), и значит s(t, =), v(t, =) — анали- 
тические функции = при 0 <t <T, |e] < р по теореме об аналитичности 
сложной функции. 

Из аналитичности следует, что радиус сходимости ряда Маклорена 
функции э;(6 =) при 0 < Ё < Т больше или равен р. Отсюда и из (11. у 
получаем неравенство Eye > р. 


Рассмотрим теперь задачу 


ах 
=o A(t)x + G(c, t, г), 1(0,=) =0. (11.14) 
Обозначим U(t, 3) матрицу Коши задачи 
a 
— = A(t)¢. 
= 40 


Условие 11.1. Матрица A(t) непрерывна при t Е D;. 
Условие 11.2. Функция G(x, t,€) аналитична при x Е Dz, t € Di, 
e€D,.; при Е Г, 
G(a, t,e) < (a, =) (авт, =), 
K 
—-2)-...7-£. [ 


4(т, =) = 5 =} К = const. 
Теорема 11.3. Пусть при Р; = {t: 0 < t < Т} выполняются условия 
11.1, 11.2. Пусть матрица U(t, 8) удовлетворяет при ОЗ <t<T 
неравенству 


It, 5) < Cet"), (11.15) 


где С, @ — постоянные. Тогда ряд (11.2) сходится к единственному 
решению задачи Коши (11.14) npuO<t <T, || < Е», где 


а? 


aoa 
2" 2 To DKNC(e? Пр 


Доказательство. Сходимость ряда (11.2) к решению задачи (11.14) следует 
ИЗ теоремы Пуанкаре 9.1. Оценим радиус сходимости. Так же, как при до- 
казательстве теоремы 2.1 в § 3, показывается, что ряд (11.2) мажорируется 
Рядом Маклорена функнии (3.16), в которой нужно положить 


(11.16) 


Ко(#) = x (et ~ 1). (11.17) 
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Формула для функции K>(t) следует из (3.13), (11.15) и из неравенств 
t i 
KC 
к | НО (Е, =) | ds < к | ce ds = =" —1). 
0 0 


Так как a(t,e) < v(t,€)(arge), то справедливо неравенство (11.16), re 
справа стоит радиус сходимости ряда Маклорена функции (3.16), (11. г 
на отрезке OS E<T. 
Теорема 11.4. Пусть при О, = {t: t > 0} выполняются условия ти 
11.2. Пусть матрица U(t, 3) удовлетворяет при 0 < $ <  неравенству 


НОЛЬ, 8, eI < Cee, (11.18) 


где С, и > 0 — постоянные. Тогда ряд (11.2) сходится к единственному 
решению задачи Коши (11.14) при t > 0, lel < Е,„, где 
2 


а 
&» 2 +2кмб) 
Доказательство. Заменим в теореме 11.3 постоянную @ на (—a@) и устре- 
мим T — со. Получим теорему 11.4. ia 


Теорема 11.5. Пусть при О, = {Е 0 < t < Т} выполняются условия 
11.1, 11.2. Пусть матрица U(t, 3) удовлетворяет при 03 <Е<Т 
неравенству 

I(t, 5) < С° - 3)" +С, (11.19) 
где С° > 0, «20, С — постоянные. Тогда ряд (11.2) сходится 
к единственному решению задачи Коши (11.14) npud<t < T, (| < ess, 
где 

(1+ а)? 

[l+a+2KNT(C°T* + С + Са)]?2° 


Доказательство. Сходимость ряда (11.2) к решению задачи (11.14) следуег 
из теоремы Пуанкаре 9.1. Оценим радиус сходимости. Так же, как при до- 
казательстве теоремы 2.1 в $3, показывается, что ряд (11.2) мажорируется 
рядом Маклорена функции (3.16), в которой нужно положить 


K,(t) = Kt (= ) . (11.21) 


Формула для функции K>(t) следует из (3.13), (11.19) и из неравенства 


(11.20} 


Ex 2 


7 t 
СЕ 
x fiwemanx fiee-a°+ oleae (TT +e). 


Так как a(t,e) < v(t, €)(arge), то справедливо неравенство (11.20), ah 
справа стоит радиус сходимости ряда Маклорена функции (3.16), (11. 21) 
на отрезке 0 <Ё< Т. Oo 
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Теорема 11.6. [35]. Пусть A(t) =0; G(a,t,¢) аналитична при x Е 
Dz, ОЗЕХТ, ЕЕ De; при О<ЕХТ 


С (т, =) < p.(a, e)(arg з, €), {11.22) 
КЕ 
Wel File, 


Тогда ряд (11.2) сходится к единственному решению задачи Коши (11.14) 
при 0 ЗЕ ХТ, [| < Ед», где 
1 


a 11.23 
14+ 2KNT cep 


Eve 2 


Доказательство. Сходимость ряда (11.2) к решению задачи (11.14) следует 
из теоремы Пуанкаре 9.1. Оценим радиус сходимости. В $ 5 показано, что 
ряд (11.2) мажорируется рядом Маклорена функции (5.6). Точно так же 
можно показать, что 


aj(t,€) < v;(t, €)(arge), (11.24) 
rae v;(t,€) — решение задачи 


dv; —— 
— = 9,(v, 6), УД = 0, j=1,N, 


dt 
1 1 /  2KNet 
(Е) = мм 1- ine . (11.25) 


Функция (11.25) аналитична по = при 0 <t <T, lel < (1+2К МТ)". 
Отсюда и из (11.24) следует неравенство (11.23). О 


имеющее вид 


Замечание 11.1. В [18] написано, что при выполнении условий теоремы 11.2 
ряд (11.2) сходится к единственному решению задачи (11.1) при 0 <Ё ХТ, 
le| < е`Е^Т, Этот резульгаг ошибочен. Рассмотрим задачу 


(0,2) =0 (11.26) 


на отрезке 0 < t < T. Здесь К = М = 1. Решение х = 2(t,€), как неявная 

Функция, определяется равенством 
(e@t+eje** agg =. 

Нетрудно проверить, что производная д2/д= не существует в точке # =Т, € = p, 

где р — решение уравнения (11.7) на интервале (0,1). Таким образом, для 

задачи (11.26) =. = р. Tak как р < 1, р=е?`ГТ, то р<е" =e МТ. Отсюда 

следует: при t = 7, p < {= | < е`^Т ряд (11.2) расходится. 
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$12. Оценка интервала времени сходимости 


Во многих случаях малый параметр = имеет фиксированное (хот». 
и достаточно малое) значение, а решение требуется найти на возможне 
болышем интервале независимой переменной $. Поэтому возникает зада 
ча: найти такое значение Т > 0, что при 0 ЗЕ < T и заданном значених 
Е ряд (11.2) сходится к решению задачи (11.1). Рассмотрим оценки Т. 
Теорема 12.1. Пусть функция F(x, t,e) аналитична при x Е О, . 
#20, ЕЕД: unput>0 


F(a, Ё, =) < ф(т, €)(arg т, =), 


где ф(з,=) — функция (11.3). Тогда для любого =, 0 < € < 1, ряд (11.2} 
сходится к единственному решению задачи (11.1) mpud<t<T, где 
1 (+25) . 
ae | 4) 
м (12.1) 
Доказательство. Сходимость ряда (11.2) к решению задачи (11.1) следует 
из теоремы 9.9. Оценим Т. Из доказательства теоремы 11.1 следует, 


что ряд (11.2) мажорируется рядом Маклорена функции (11.5), который 
сходится при 


#20, lel < 2e%¥# 1-2 /екм(екм — 1). (12.2) 


Решим (12.2) относительно t при 0 < = < 1. Получим, что пересечение 
множества (12.2) с множеством 0 < = < 1 описывается неравенствами 


1 1+2)? 
к: 2 
KN 4e 
Так как 2;(t, =) < v;(t, €)(arge), 1 = 1, М, то отсюда следует (12.1). Е 
Теорема 12.2. Пусть функция F(z,t,€) аналитична при < Е D;. 
#20, ЕЕ; unput2>0 


Е(2, 4, =) < фи(а, =) (ав т, =), 

где pi (2, =) — функция (11.6). Тогда для любого =, 0 < Е < 1, ряд (11.2) 
сходится к единственному решению задачи (11.1) при 0 < & <Т, где 

=-1-ШЕ 

KN ` 


Доказательство. Сходимость ряда (11.2) к решению задачи (11.1) следует 
из теоремы 9.9. Оценим Т. Из доказательства теоремы 11.2 следует, 
что ряд (11.2) мажорируется рядом Маклорена функции (11.9), которая 
аналитична по € в круге |e| < р, где р — единственное на интервале (0, ! 
решение уравнения 


0<t< 


О<ЕХ 1. 


T> (12.3) 


ре-? = eo KM, 
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При 0 < Е < 1 отсюда получаем неравенства 
Е-1-ШЕ 
КМ 
Таким образом, v;(¢, =) разлагается в ряд по степеням =, сходящийся при 


е КМ — pe? > ee’; t< 


e~l—Ine 
KN ’ 
Так как z(t, =) < v(t, )(arge), j = 1, М, то отсюда следует (12.3). О 


0<:< ОЗЕХ 1. 


Теорема 12.3. Пусть при Г): = {Е t > 0} выполняются условия 11.1, 
11.2. Пусть при 0 < 3 < Е матрица U(t, 5) удовлетворяет неравен- 
ству (11.15), где < > 0. Тогда ряд (11.2) сходится к единственному 
решению задачи (11.14) при 0 <t<T,0<e <1, где 


1 a(1— vé) 


Доказательство. Сходимость ряда (11.2) к решению задачи (11:14) следует 
из теоремы 9.9. Оценим Т. Из доказательства теоремы 11.3 следует, 
что ряд (11.2) мажорируется рядом Маклорена функции (3.16), (11.17), 


который сходится при 
о 
t>0, je] < ——______,. (12.5) 
7 [a +2KNC (et - 1]? 


Решим (12.5) относительно t при 0 < = < 1. Получим, что пересечение 
множества (12.5) с множеством 0 < = < 1 описывается неравенствами 


1 pe 
o<t<oini+S ve) 


—— < : 
ical eR ESA 


Так как 2;(t, =) < v,(t, =)(атв =), } = 1, М, то отсюда следует (12.4). 0 


Теорема 12.4. Пусть при D, = {Е t > 0} выполняются условия 11.1, 
11.2. Пусть при 0 < s < t матрица 0(Ь,3) удовлетворяет неравен- 
ству (11.18), где a > 0. Тогда ряд (11.2) сходится к единственному 
решению задачи (11.14) при О <{<Т, 0 <ЕХ< 1, где 


а? 


(«+2ЕМСУ’ 


1 (1- УЕ)а о? 
PS a = < р 
их [ ENCE ‚Е окно“ < 


T=, 3 если Q<ex< 
(12.6) 
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Доказательство. Сходимость ряда (11.2) к решению задачи (11.14) следует 
из теоремы 9.9. Оценим Т. Из доказательства теоремы 11.3 следует, 
что ряд (11.2) мажорируется рядом Маклорена функции, описываемой 
формулами (3.16), (11.17), если в формулах сделать замену а на —a. Ряд 
Маклорена сходится при 
2 
а 
>20, lel < ——__—_. (12.7; 
sf [a + 2KNC(1- e~*)]’ : 
Решим (12.7) относительно # при 0 < = < 1. Получим, что пересечение 
множества (12.7) с множеством 0 < € ‚< 1 описывается неравенствами 


2 


а 
#> 0, < о; 
если << Gy oKNC) 
1 (1- и a 
0<t<——In |1- : вай 
А-а 2ЕМСУЕ|’ “™ (eraKney <*< 


Так как 2,(t, =) < v,(t, €)(arge), j = 1, М, то отсюда следует (12.6). 0 


Теорема 12.5. Пусть при D, = {ЕЁ > 0} выполняются условия 
11.1, 11.2. Пусть при 0 < $ < t матрица Ut, 8) удовлетворяет 
неравенству (11.19), где С° > 0, а > 0. Тогда ряд (11.2) сходится 
к единственному решению задачи (11.14) при 0 <t<T,0<e< 1, ade 
T >T,, T, > 0 — корень (единственный) уравнения 


cr" 1-Vvé 
2KNT { ——4+C)= . 12.8 
(; yas ) УЕ р 


Доказательство. Сходимость ряда (11.2) к решению задачи (11.14) следует 
из теоремы 9.9. Оценим Т. Из доказательства теоремы 11.5 следует, 
что ряд (11.2) мажорируется рядом Маклорена функции (3.16), (11.21), 
который сходится при 


(1+ а)? 
[1+2+2к № (С° +С+ Са) 


#20, < (12.9) 


Решим (12.9) относительно # при 0 < € < 1. Получим, что пересечение 
множества (12.9) с множеством 0 < Е < 1 описывается неравенствами 


ОЗЁ<Т, Ox<e<l, 


где Т, > 0 — единственный корень уравнения (12.8). Так как 2;(ё, =) < 

v,(t, =)(агв =), 7 = 1, М, то отсюда следует, что Т > Ts. р 
Теорема 12.6. Пусть 4($, =) = 0, функция G(z,t, =) аналитична np" 
zé€D,,t20,¢€€ D,; mut>0 


G(e, t,e) < ¥.(@, =)(агвз, =), 
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4,(2, =) — функция (11.22). Тогда ряд (11.2) сходится к единственному 
‘решению задачи (11.14) при 0 < <Т, 0<=< 1, где 


ТЕ 
2К МЕ” 
Доказательство. Сходимость ряда (11.2) к решению задачи (1 1.14) следует 
‘из теоремы 9.9. Оценим Т. Из доказательства теоремы 11.6 следует, что 
ряд (11.2) мажорируется рядом Маклорена функции (11.25), который 
сходится при 


T> (12.10) 


$20, |el< (12.11) 


1 
1+2KNt 
Решим (12.11) относительно # при 0 < Е < 1. Получим, что пересечение 
множества (12.11) с множеством 0 < Е < 1 описывается неравенствами 

ie 
2KNe- 
Так как 2;(t, =) < 0,(t, =)(агв =), j = 1, М, то отсюда следует (12.10). O 


0<:< 


О<ЗЕХ 1. 


$13. Оценка нормы матрицы Коши, | 


Обозначим Aj,(t), ..., Aw(t) собственные значения матрицы A(t). 
Приведем формулировки теорем об оценках нормы матрицы Коши U (t, 3) 
системы 


4 _ 
qe = AWS. 


Теорема 13.1. [4]. Пусть матрица A не зависит om t. Тогда для 
любого к, к > max ВеЛ;, найдется такая постоянная C > 1, что при 
=ГМ 
O<s<t [06 | < Се. 
Теорема 13.2. [17]. Пусть матрица А не зависит от t и Бел; < 0, 
1 = !, М. Тогда найдутся такие постоянные к, С°, С, что к > 0 — 
целое число, С° > 0, С plunpud<s<t |0, 3) || < C°(t-s)*+C. 
Постоянные к, С°, С в теоремах 13.1, 13.2 можно получить в явном 
виде, если вычислить матрицу О (Et, $). 


Теорема 13.3. Пусть матрица A(t) непрерывна при & > 0. Пусть 
Л,(#) — наибольшее собственное значение матрицы S(t) = 1/2[ A(t) + 
A'(t)], где A'(t) — транспонированная матрица. Тогда при 0 < 8 < 


IC, sp < мер { ] Aa da}. 
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Доказательство. Матрица U(t, s) состоит из столбцов 2) (#, 3), ..., им (+, 8), 
являющихся решением задачи Коши 

du; eect ee 

г =A(t)u;, uj(s,s)=6;, i=1,N, 1=ЬМ, 


ujj — компоненты вектора и;, 6; — символ Kponexepa (6; = | при 
i= j, 6; =0 приз # 7). При 0 < $ < Е справедливо неравенство 
Важевского [17] 


>: u(t, 8) < = wiles) exp bf a _ вы Е ] ыы : | 


i=1 


Отсюда следует: 


м 
М у из; (6, 5) < 


t,j=1 


N N 
IOC, з)| = max У luss(t, 8)1 < У мые, 3) < 
i=DN Ga 


tj=1 


< nyo {| меш} нев { fran} о 
я — з 3 


Теорема 13.4. Пусть выполняются условия: A(t) непрерывна и огра- 
ничена по норме при t > 0; при 0 < $ < # справедливо условие 
Лаппо-Данилевского 


t t 
att): f aa) aq= | 4-40; (13.1) 


s+T 
при T -+ со матрица т! A(q) dq] сходится к постоянной матрице 
4 
$ 


A, равномерно на множестве $ > 0. Тогда для любого к (* > Ky = 


max ReA;,, А;» — собственные значения матрицы А.) найдется такое 

= 

значение С > 1, что при 0 << |0 (&,з)|| < Се". 
Доказательство. Обозначим 


t 
Bits) =@-з)". / A(q) dq— А. 


По условию матрица В(8-Т, s) стремится при T — со кнулевой матрице 
равномерно на множестве $ > 0. При выполнении равенства (13.1) 
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матрица Коши имеет вид [17] 
t 
Ut, s) = exp { [4@ м}. (13.2) 


Отсюда следуют равенства 
U(t, 8) = exp {A,(t — 8) + Bit, s)(t— 3)} = 
= U,(t, 8) - exp {B(t, s)(¢—8)}. (13.3) 
Здесь U,(t,s) =exp {A(t - s)} — матрица Коши системы 4(,/4= A.¢,. 
Последнее равенство (13.3) справедливо в силу перестановочности ма- 


триц A,, В [17]. Из теоремы 13.1 следует: существует такая постоянная 
С: > 1, что при 0% 3 < 


& + K,)(E -в | 
И) < Crem { "ЕВ, (3.4) 
Так как матрица B(s + T, 8) сходится к нулевой матрице равномерно, то 
существует значение T,, не зависящее от 8 и такое, что при Ё > Т, + в, 


8 > 0 выполняется неравенство ||B(t, 3)|| < («—K,)/2. Отсюда и из (13.3), 
(13.4) следует, что при t > Г, +8, 820 


10s) < нею [18-9] < 


ve { («+ = =) fe (s- nit - 2} = се, (3.5) 


Рассмотрим множество 0 < 3 <t Т, + 8. Пусть С› — постоянная, 
ограничивающая по условию норму матрицы A(é). Тогда из (13.2) следуют 
неравенства 


t 
W(t, 1 < exp { fia@i м} < exp {сё - 8)} = 


= exp { (Со — к)(#- 8)} - exp {m(t — 8)} < Ce". (13.6) 


Здесь C3 = max{ 1, exp {(Co — к)т,} }. Из (13.5), (13.6) получим неравен- 
ство, справедливое при 0< 8 <t: 


НО (Е, 8) < Се“, С = max(Cy, Cs) > 1. о 
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——_ 


Лемма 13.1. (Гронуолла — Беллмана [17]). Пусть С > 0 — по. 
стоянная, f(t) > 0, g(t) > 0 — непрерывные на |to, ti] функции, 
‘удовлетворяющие неравенству 


t 
1 <с+ f 19-94, <t<t. 
to 


t 


Тогда при ty <t < ty st) <cem{ f aac. 
to 


Теорема 13.5. Пусть A(t) непрерывна при t > 0 и имеет предел при 
t— oo: A, = Ши A(t). Тогда для любого к (к > к, = max Л,„, А}, — 
ее j= 
собственные значения матрицы А.) найдется такое значение С > 1. 
что при 03 8< 
l(t, s)Il < C exp {x(t - 3)}. (13.7) 
Доказательство. Матрица Коши удовлетворяет дифференциальному ypar- 
нению OU (, s)/dt = A(t) -U(t, 3), которое запишем в виде 
90 (t, s) 
ot 
По условию матрица B(t) стремится к нулевой матрице при t > © 


Уравнение (13.8) при условии 0 (в, s) = Е эквивалентно интегральному 
уравнению 


=A.U(t,s)+B(t)-U(t,s), B(t)=A(t)- 4, = (138 


t 
U(t, s) = U.(t, 8) + ii U.(t, 4) - В(а) -U(q, 8) dq. (13.9) 


8 
Здесь U,(t, 8) — матрица Коши системы d¢./déi = A,¢,. Из теоремы 13.! 
следует: существует такое значение C > 1, что при 0% 3<$ 


НО. (6, з)|| < Cy exp ее. (13.16) 


Отсюда и из (13.9) получим: 
t 
PEs «(ву + И.К Пора < 


t 
+ [| соо S29} бант, ура, 
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Введем обозначение 
+ 
w(t, 8) = exp {- eek. w(t, 81. (13.12) 
Тогда из (13.11) следует неравенство 


w(t, 8) < Cy exp {- woah 


“f с. ИВ! - (а, 8) dq, 


удовлетворяющее условиям леммы Гронуолла — Беллмана. Поэтому 


t 
+ me 
об.) < Cen {- SEE fc, ув м}. 3.43) 
Выберем 7’ так, чтобы при ¢ > 7’ выполнялось неравенство 
Ko = 
ив < (13.14) 
Тогда при Г < 3 < из (13.12), (13.13) следует: 
mk me t— 
watt, 3) < crew { . fre ив, 
Сены (13.15) 
По [ыы в) < сие, 


Пусть теперь 0 < 3 < Е < Т. Тогда U(t, s), как непрерывная матрица, 
ограничена по норме некоторой постоянной C,. Поэтому 


UG, 8)|| < Co = С» exp {—к(# — 5)} - exp {к (# - 8)} < 
< С; exp {x(t — s)}, (13.16) 


ще С; = С. max (1, et 
Рассмотрим множество 0 < s < T < t. Матрица Коши удовлетворяет 
Интегральному уравнению 


t 
U(t, s) =U.(t, 7) -U(2, 8) + ] 0.4.4) -В(а)-0(а, 8) а. 
T 


Отсюда и из (13.10), (13.12), (13.14), (13.16) следует: 
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1 
lO, з) || < A, т) ПОСТ, als fio, Ч. BCI OC, в)! da < 
fe 


$ C, exp 


{SAM =) oem (atr-o) 


+ f сео к пора, 
т 


t 
w(t, 3) < CyC3 exp ты - ns} + ; [o —к,) + w(q, 8) dg. 
= 


Полученное неравенство удовлетворяет условиям леммы Гронуолла — 
Беллмана. Поэтому 


t 
—к,)Т 1 
ов) < або {BENE вау [к кд} = 
T 


у 
—к,)ё 
= CC; exp {esse - =}. 
Отсюда и из (13.12) получаем 
I(t, 8) < С1Сзе* 9. (13.17) 
Из (13.15)—(13.17) следует окончательный результат: при 0 < s <t 
выполняется неравенство (13.7), где С = max(C,, Сз, С!Сз) > 1. О 


Замечание 13.1. Норму матрицы Коши можно оценить, используя ‘оцен- 
ки решений линейной однородной системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Обзор оценок таких решений (включающий результаты A. JI, Горбуно- 
ва, Б. С. Разумихина и др.) содержится в [1]. Матрипу Коши для широкого круга 
задач можно оценить с помощью результатов работы [2]. 

Замечание 13.2. Оценки нормы матрицы Коши для сингулярно возмущенных 
уравнений даны в $ 60. 


$14. Выводы главы 1 


В главе 1 рассматривается почти регулярная задача Коши. Опреде- 
ление почти регулярной задачи Коши вводится в $1. Кроме того, в $1 
описано построение решения задачи в виде ряда по степеням малого 
параметра с коэффициентами, зависящими от времени и малого параме- 
тра. В $2 сформулированы теоремы о том, что построенный в $1 ряд 
сходится к решению задачи или является асимптотическим решением 


Глава 1. Разложения решений почти регулярной задачи Коши 85 


на отрезке (теоремы 2.1, 2.5), на всей оси (теоремы 2.2, 2.6), на асим- 
птотически больших интервалах времени (теоремы 2.3, 2.4, 2.7, 2.8). 
Теорема 2.9 гарантирует сходимость построенного ряда к решению задачи 
при фиксированном значении малого параметра на ненулевом интерва- 
ле времени. Теоремы 2.10, 2.11 позволяют получить численные оценки: 
остаточного члена асимптотического разложения решения, интервала 
времени существования решения, области значений малого параметра. 
Теорема 2.11 аналогична теоремам Ляпунова, Румянцева. Доказательство 
теорем 2.1—2.11 дано в $3-$7. В $8 приводятся простые примеры почти 
регулярной задачи Коши. 

В 59 рассмотрен частный случай почти регулярной задачи Коши — 
регулярно возмущенная задача Коши. Для регулярно возмущенной задачи 
Коши метод решения совпадает с методом малого параметра Пуанкаре, 
теоремы 2.1-2.11 переходят соответственно в теоремы 9.1-9.11. Теорема 
9.1 является теоремой Пуанкаре. В $10 приводятся простые примеры 
регулярно возмущенной задачи Коши. 

Для регулярно возмущенной задачи Коши рассмотрены оценки 
радиуса сходимости ряда Пуанкаре ($ 11), оценки интервала времени, 
на котором ряд Пуанкаре сходится при фиксированном значении малого 
параметра ($ 12). 

Эффективность решения почти регулярной задачи Коши и регулярно 
возмущенной задачи Коши существенно зависит от поведения матрицы 
Коши для уравнений в вариациях. В $13 приводятся оценки нормы 
матрицы Коши. Дополнительные оценки нормы матрицы Коши даны 
в $ 60 второй части. 


Глава 2 
Задача Ван дер Поля 


$15. Переход к почти регулярной задаче Коши 


15.1. О регулярности и сингулярности задачи Ван дер Поля 
Рассмотрим задачу Коши для уравнения Ван дер Поля: 


Фи 4 
= -e(1-w")— +и=0, 
dr adr (13.1 
wi w = г 
== WwW, ce a 
r dr т=0 


Здесь wW — искомая скалярная функция, т — независимая перемен- 
ная, Е — малый параметр; w°, 14° — постоянные, не зависящие от Е. 
Задачу (15.1) назовем задачей Ван дер Поля. 

При 10° = 0, 12° = 0 решение задачи (15.1) равно нулю: w = 0. 
Поэтому будем предполагать, что 


(w°)’ + (wy £0. 
Перейдем or (15.1) к уравнениям в форме Коши. Для этого введем 
новые переменные 


~ _ dw 
=, i= PPS (15.2) 


Из (15.1), (15.2) получим уравнения для #1, 2: 
dé dE. = i ~ 
Е = >, a =-2,+ €%(1 = 2), 


21 |=0 = 0°, бы = W. 


(15.3) 


На отрезке 0 < 7 < Т задача (15.3) является регулярно возмущенной 
задачей Коши по определению 9.1. Для ее решения можно применить 
метод малого параметра Пуанкаре и теорию, изложенную в $9. Таким 
образом, на отрезке 0 < т < Т задача (15.1) эквивалентна регулярно 
возмущенной задаче Коши (15.3). 

Покажем, что на интервале времени т порядка =’ задача (15.3) 
является сингулярно возмущенной. Для этого введем новую независимую 
переменную # по формуле 


1 


фЕ те. (15.4) 
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Интервал 0 <т < ТЕ! соответствует отрезку 0 < { < Т. Выразив в (15.3) 
т через & из формулы (15.4), получим задачу 


dz, dz, = = 22 

=, pre 1-22), 
€ 2, = 2, + e€,(1 - #1) (15.5) 
Зы = w’, 22150 = 12°, 


которая является сингулярно возмущенной задачей Коши по определению 
22.1. Таким образом, на отрезке 0 < т < T/e задача (15.1) эквивалентна 
сингулярно возмущенной задаче Коши (15.5). Для ее решения обычно 
используется метод осреднения [15]. В этой книге задача Ван дер Поля 
решается методами теории почти регулярной задачи Коши, изложенной 
в главе 1. 


15.2. Переход к почти регулярной задаче Коши 
Обозначим 


2 
r= w+ (2) 5 p =a (++) iy (15.6) 
Обратные к (15.6) формулы: 
dw ь 
1 =т 0$ ф, a =". (15.7) 
Перейдем к новым переменным 2), 22, £ по формулам 
1 =r—alt)—eg(r.y), т2=ф-а(=)-Е92(г,ф), НЕЕТ, 


2 t 
=, а) =ф’—-, 
т. т. о а 
(7,9) =; sin2y— wyinty+ ci, nr.) = 500s p- zoos Ф-С»» (15.8) 
(ry? 1 (ry? 


ста" + р sind” г Cx=—5c08" yg ay sal yg, 


ws \/ (м)? + (°)?, ф’=агв(и” и). 


Укажем аргументы функций (15.8): 


С= : 1 
v= Geel 


<= (11,22), х = (Е) — искомая функция, 

{ — независимая переменная, = — малый параметр, 
r°, y°, Co, Су, Cy — постоянные, не зависящие от х, t, &, 
т=т(т,Ь =), y= 9(2, t, =). 
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Новые переменные х1, 2> являются решением следующей задачи: 


dz dz 
Be = Foe) - (49) +em(r.y), = ehalr 9), 
dt 
3 
Zilt=o = 0, Z2|-9 = 0, Fy(r) = 5 - = 
hi(r, 9) = — 7 sin y cos ф(1 ~ 7? cosy) x (15.9) 


1 2 
54 Ё соз?ф + 3 - cos *p - 208°), 


2 
ho(r, p) = зп? фр сов? ф(1 — г? cosy) (: - 5 =). 
Здесь г, ф — функции х, $, =, задаваемые формулами (15.8). 


15.3. Задача (15.9) — почти регулярная задача Коши 
„Доказательство. Введем обозначения 
c= cos ¢, ‘8 = sing. (15.10) 
Рассмотрим равенство ф = а + 2 + Eq, следующее из (15.8). Проделаем 
в (15.10) тригонометрические преобразования. Добавим первое равен- 
ство (15.8). Получим систему уравнений 
r=a(t)+2 + =91, 

с= fy cos (22 + 292) — fr sin (22 + 692), (15.11) 

8 = f2 cos (x2 + =92) + fi sin (12 + €g2). 
Здесь И = cosa, 2 = sina. Рассмотрим gi, 92 как функции gi = 
91(г, с, 8), 92 = 92(т, с, 8), задаваемые формулами (15.8). Тогда уравне- 
ния (15.11) определяют г, с, 8 как неявные функции от х, t, &, fy, № 
в окрестности множества 

z=0, O<t<T, e=0, fil <1, М <b. 


Правые части уравнений (15.9) зависят or a(t), г, с, в. Поэтому они явля- 
ются сложными функциями от %, t, Е, f,, fo. Отсюда и из определения 
1.1 следует, что (15.9) — почти регулярная задача Коши (1.1) с функцией 


Дьё= (cos G - =). sin (+ - *)). a (15.12) 


15.4. Замечание о поиске новых переменных 

Очевидно, что если есть переменные, в которых задача Коши явля“ 
ется почти регулярной, то они не единственны. Покажем, как были 
найдены переменные 21, Zz в (15.8). 
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— 


За исходные были взяты уравнения, стандартные для применения 
метода осреднения [15]. В них была сделана замена независимой пере- 
менной т Ha t: 


dr a a dy i 2-2 

= = ЕЕ = 

т =РИЕ ф(1-г? cos’), a = tsingcose( г? соз?ф), (15.13) 
то =, фо = 9" 


Здесь т, Y — переменные (15.6). Уравнения (15.13) следуют из (15.1), 
(15.4), (15.6). Функции а, а являются решением задачи Кошги для осред- 
ненных уравнений 


da а @ da 1 
а, Garr ate =, ==. (15.14 
#7273 4 Е lt=o alto = Y ( ) 
Рассмотрим разность 

: ЖЗЕТ-а, T=y-a. 


Из (15.13), (15.14) следует, что хз, 24 являются решением следующей 
задачи: 


dz ba т3 

= = В (т) -- Fo(a(t)) - 2 08 29+ yom 49, 
ах. 15.1 
baci em sin ф cos y(1 — ad cosy), 5310 = 0, Taleo = 0, (15.15) 


dt 
=a(t)+23, gp=alt,e)t+z, 
me №, a(t), a(t,e) — функции (15.8), (15.9). Написанные уравнения 
имеют члены порядка единицы в правых частях. Сингулярный член 1/Е 
находится по знаками косинусов и синусов — ограниченных функций. 
Рассмотрим первое уравнение (15.15). Из него следуют равенства 


23 = | [ке — Fo(a(t)) - 3 cos 2p + cos ый dt = 


r sin 2p хх 73 sin 4ф 5 
4dp/dt * 32dp/at 


t 
а г df т 
мае ен: 5 = [ —— ) si #. 
+f НЕ) м (ета) sin 4p] ы 
0 
Последний интеграл имеет порядок =, так как 4/4 ~ 1/е. Первый 


Интеграл имеет тот же порядок, что и переменная хз = г — а. Заменяя 
В членах, стоящих вне интеграла, 4ф/4 на (—1/e) и обозначая 


0 
= f (0) - Fete] at - 
0 


3 
zy =a-e(Fsin2p— 5 sind), 
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найдем, что производная 421 / 4ё равна сумме слагаемых, пропорциональ_ 
ных € и/или 51 , что и требовалось. Переход от 21 к т! вызван требование»: 
нулевого начального значения переменных в определении 1.1. 

Подчеркнем, что новая переменная найдена с помощью интегри. 
рования по частям правой части дифференциального уравнения. При 
этом использовалась высокая частота гармонических сомножителей пол 
знаком интеграла. Аналогично найдена переменная г. 


15.5. Результаты 


На отрезке 0 <т < Т задача Ван дер Поля (15.1) эквивалентна 
регулярно возмущенной задаче Коши (15.3). На отрезке 0 < т < Т/: 
задача (15.1) эквивалентна почти регулярной задаче Коши (15.9) с функ- 
цией f(t,e) из (15.12). Новые переменные х, $ связаны с исходными 
переменными w, dw/dr, т формулами (15.6)—(15.8). 


$16. Построение решения 


16.1. Решение задачи с двумя малыми параметрами 


Построим решение задачи (15.9) методом, указанным в $ 1. Для этого 
перейдем от (15.9) к задаче с двумя малыми параметрами =, д: 


he 4 
„= =Fy(p)- Fp (at) ЕЙ (р,4), = =eha(p,¥), | 
ий =0, 20=0, (16.1) 
р=а( +2 +=9(р,4), p=alt,u)+22+e92(p,¥), 


тде функции Fy, a, а, 9;, № задаются формулами (15.8), (15.9). Решение 
уравнений (16.1} строится в виде рядов 


со 
2(t, €, и) = У 2, we*, 
_ an м (16.2) 
alten) = >> eM met, фе.) = Do не. 

k=0 k=0 


Подставим (16.2) в (16.1), разложим левые и правые части уравнений 
по степеням =, приравняем коэффициенты при одинаковых степенях 2. 


Получим уравнения для 2")(t, и), pM, р), P(E, в): 


dz ) az) 
=m (a@) + 2”) -R(a)), = 

16.3) 
20,4) =0, | 2(0, и) =0, ( 


p = alt) +2)”, 99 =alt,u) +24", 
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42®) 
a TAG 29 + Ри), 90, =0, 


У P= (В.М). 


dFy(a(t)) р 1_ 3a°(t) м 
чо= ( dr )- (= 8 ) 
0 0 0 0 


Fe = [a(S we!) + 


7=0 


&—1 #1 
+22 (a) “1 (Soom? УФ, ше ) + 
т j=0 j=0 


kb Ae \71 4) 
seh: (Sem? wen’) ; 
j=0 j=0 


kl ко \ 76-1) 
= (Убе wwe) |, 
j=0 j=0 
; k-1 | Ио 1-9 
ею) =.) + [a (Soom > Pwo )| ‘ 
j=0 j=0 


(k-1) 


POE =A, в. aye’, ye ве) , 


j=0 


k>1. 


91 


Функции 91, 92 вычисляются по формулам (15.8). Решение уравне- 


ний (16.3) имеет вид 
2) =0, pt n)=alt), tn) =alt,n), 


«А, = ] alt,s) [ro (S Gane!) + 


j=0 


- k-1 
+e (a(s)) "91 (> 29 (8, ме, > p(s, we) oe 
j=0 7 j=0 


о kel 1%) 
Л] ds, 
j=0 j=0 


(16.4) 
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t 


kot at 1-9 
M(t, pw) = / (УС, ae’, Ув, we')| ds, k>1, 
j=0 = 


0 


Здесь a, a, Fy, hy, hy вычисляются по формулам (15.8), (15.9); p%, yo 
пра j > 1 — по формулам (16.3), 


U(t,s) = fs s) }) 


— матрица Коши уравнений в вариациях 


d¢ 


rhe A(t)¢, q(t, 5) = e( 


1+ Ce"? 3/2 
= ) ; (16.5) 


1+ Coe* 


Здесь Cy — постоянная (15.8). Функции 2), р®, $® вычисляются 
последовательно для К = 0, 1, .... 
При & = 1 из (16.3), (16.4) следуют формулы 


i 
aril, p= [a 8) Е (a(s)) - 91 (a(s), а(, и) + 
0 


4: hy (a(s), a(s, »)| ds, 
$ (16.6) 
Ан = f ha(a(s),a(6,n)) ds 
о 


РА и) = 2, и) + 9 (а), a(t, р), 
wt, р) = 2% w) + 0 (а), a(t, р). 


Из (16.4), (16.6) получим формулы для асимптотического решения 
задачи (16.1) нулевого и первого порядков: 


А ==) =0, Rolt) = p(t) = alt), 
Wolt, a) = Зи) = ар), 
Z(t, =, р) = Z(t, и) + == (Це, и), A (211, 212), 
. aF (16.7) 
деи =е f atss)| 2 (a(o))-ar(a(o) ale) + 
0 


+hy (a(s), a(s, »)| ds, 
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ВЕ, и) == [ йо (а(8), (в, 2) ds, 


a 
Вас, м) = pt, р-не (в) = a(t) + (Е, и) +69 (a(t), a(¢,)), 
дбн) = Оси) =a(b,n)+Zurlt,e,w)+eg2(a(0), a(t, n)). 


16.2. Решение задачи (15.9) 

Из (15.8), (15.9), (16.1) следует, что решение почти регулярной задачи 
Коши (15.9) и функции т, ф равны соответственно функциям 2, р, ф 
прий=Е: 

(Е) = z(t, €, €), т( Е) = р(Ь Е, =), g(t, =) =У% =, =). (16.8) 
Отсюда и из (16.2) следуют формулы: 


a(t,e) = >> 2 (t,e)e*, 

wo ae x (16.9) 

ть) = УрО), фе) = Ув, 
k=0 k=0 


тде коэффициенты z(t, =), p(t, =), p(t, с) вычисляются по форму- 


лам (16.4); p(t, =), p(t, ) при К > 1 — по формулам (16.3). 
Асимптотические приближения X,, Rr, Py функций т, г, ф равны 
частичным суммам рядов (16.9). Поэтому 


п 
Xn(t,€) = 2.(Ь в, =) = У Zt, e)e*, 
k=0 


Ra(t,e) = Вы, =) = D> Pee, 


k=0 
&,(t, 6) = Ф,(Ьв,) = Ув. 
=0 


Здесь Zz, Rn, ®„ — частичные суммы рядов (16.2). Отсюда и из (16.7) 
получим асимптотические приближения функций х, 7, ф нулевого и пер- 
вого порядков: 
Xo=0, Ro(t)=alt), Фо(ь) =а(Ь =), Х,=(Хи, Xv), 
t 


Xn(t,e) == if q(t, s) EE (a(s)) - 91 (a(s), a(8,€)) + (16.10) 


+ hy (а(8), a(s, 5) ds, 
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Хо =) == | #2 (а(3), a(s, €)) ds, 
0 
Е! (6, =) = a(t) + Xu(t, =) + eg: (a(t), a(t, =)), 
,(t, =) = a(t, €) + Хо =) + eg2(a(t), a(t, =). 
Здесь а, a, gi, hy, а — функции (15.8), (15.9), (16.5). 
16.3. Решение задачи (15.1) 


Из (15.7), (16.9) получим формулу для решения задачи (15.1): 


w= ( a et, ee) - cos ( 5 oC, et). (16.11) 
k=O k=0 


п-е приближение функции и имеет вид 


W, = Я, cos ®, = ( у. p(t, oe) * COS ( > w(t, oye) : (16.12) 
k=0 


k=0 


В (16.11), (16.12) коэффициенты р®, y вычисляются по форму 
лам (16.4); р®, $® при k > 1 — по формулам (16.3), # = Te. Под- 
ставляя (16.10) в (16.12), получим нулевое и первое приближения функ- 
ции №: 


Wott, =) = a(t) cos a(t, =), 
Wiltse) = Ви соч = [alt) + Хи, ren (att).alte))] хо (1613) 
x cos [a(t, =) + Xi2(t, =) + €92 (a(t), a(t, =)}|. 
Здесь a, а, g:, Хи, Хо — функции (15.8), (16.10), t = те. 
16.4. Результаты 


Решение задачи Ван дер Поля (15.1) представимо в виде (16.11) через 
формальные ряды. Асимптотическое решение п-го порядка задачи (15.1) 
представимо в виде (16.12). Асимптотические решения нулевого и первого 
порядков задачи (15.1) имеют вид (16.13). 

О сходимости рядов в (16.11) и об оценке точности асимитотического 
решения смотрите в $ 17 и $ 18. 


Глава 2. Задача Ван дер Поля 95 


817. Применение теорем 
о почти регулярной задаче Коши 


17.1. Проверка условий 2.1-2.4 для задачи {15.9) 
Запишем уравнения (15.11) в следующем виде: 


3 
H,(7,¢,5,@,€,a)=r—a—2 e(F-TFee-n+a) =0, 
Hy(7,¢,@,€, fi, fz) = с- fi cosH + fysinH =0, (17.1) 
Нз(г,с, в, тв, fi, fx) Е з-— frcosH — f,sinH =0, | 
2 24 
НН (туса, ан" А +. 


Здесь использованы формулы (15.8) для gi, 92; Cosy, заф заменены 
соответственно на с, 5. 
Рассмотрим (17.1) как уравнения относительно г, с, 3. Якобиан 
функций H,, Н2, Нз по переменным г, с, $ равен 
Э(НН2В3) 
Ig = ———— = 1+ cAI (r, с, в, т, в, Л, fr), 17.2 
H Ares) +€AIn( fis В) (17.2) 


Aly — многочлен or т, с, $, Е, fi, fz, cosH, sin. 
HA, Н2, Нз — аналитические функции своих переменных в про- 
странстве 
5 3 
(тс, 8,2, в, а, fi, 2) EC XR’. 


При любых значениях (as, fis, fos) Е В? точка 


(7, ¢, 8, ©, Е, а, fi, fo) = (de, fis, fre, 0, 0, а, fies fox) (17.3) 


удовлетворяет уравнениям (17.1) и якобиан Iq в этой точке равен 1. 
Отсюда по теореме о неявной функции следует, что уравнения (17.1) 
задают неявные аналитические функции 


п =т(т, в, а, /л, №№), сет, Е, а, Л, ]1), == з(т, в.а, fi, fr), (17.4) 
отображающие окрестность точки 
(т, =, @, Л, 12) = (0, 0, a,, fis, Sr) € с х R 
на окрестность точки 
(r, ¢, 8) = (а,, fis, far) Е ©. 


В точке (17.3) правые части дифференциальных уравнений (15.9) 
обращаются в ноль. Так как функция a(t) определена на всей оси # > 0, 
ТО отсюда следует, что условие 2.1 выполняется при любых значениях 
t>0, fi, fo, то есть в условии 2.1 можно положить 


Ри = {> 0 св,  Бу={ и ьы ксю. — (17.5) 
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Функция a(t) задается формулой (15.8) и является аналитической 
функцией на оси t > 0 со значениями из множества 


С; = min(2,r°) За < Си = max(2,r°) при г>0. (17.6; 


Из аналитичности функций (17.4) следует, что при некоторых значения» 
6>0, => 0 (17.4) — аналитические ограниченные функции на множестве 


И=Н < 6, lel <=, С: <а<Сь f € D;. {17.7} 


По теореме о сложной функции после подстановки а = a(t) функ. 
ции (17.4) становятся аналитическими ограниченными функциями не 
множестве 


ЕС’, [|= <5, t€D, ЕС, < ЕШЬ; °— (18) 


Правые части дифференциальных уравнений (15.9) — многочлены 
ОТ 7, С, 8, Е, @. По теореме о сложной функции после подстанов- 
ки (17.4) и подстановки а = a(t) правые части дифференциальных 
уравнений (15.9) становятся аналитическими ограниченными функци- 
ями на множестве (17.8). Получили, что условие 2.2 для задачи (15,9) 
выполняется при D,, Оу, заданных формулами (17.5). 

Выполнение условия 2.3 для задачи (15.9) следует из условия 2.2. 
При этом п > 0 — произвольное число, множества Г», О; задаются фор- 
мулами (17.5). Ограниченность производных следует из ограниченности 
множества (17.7). 

Выполнение условия 2.4 на множестве Г), из (17.5) следует из фор- 
мулы (15.12) для f. 


17.2. Применение теорем 2.1-2.8 к задаче (15.9) 
Из (16.5) следуют соотношения для нормы матрицы Коши: 


С е-#\ 3/2 
NC, = абв = max (ее) |, ay 


IU =) <С при 0<s<t. 


Поэтому условия теорем 2.3, 2.7 выполняются при к = 0, С° = 0. 
Из теорем 2.3, 2.7 следует, что для любых значений T > 0, х, 0 < x < 1/2. 
п > 0 найдутся постоянные €, > 0, С,, Cy, не зависящие от t, = и такие. 
что при 

О<ЕХ ТЕХ, О<ЕЗЕ, : 


1) решение задачи (15.9) существует и единственно, 2) ряд (16.9) a 
=(Ь=) сходится равномерно к решению задачи (15.9), 3) справедлив 
неравенство 

(6, с) — Xn(t, е)| < et (СЬЕ" + С,). 


Теоремы 2.1, 2.4 слабее теоремы 2.3, теоремы 2.5, 2.8 слабее теоре 
мы 2.7. Поэтому их не рассматриваем. 
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Условия теорем 2.2, 2.6 не выполняются, так как не выполняется 
неравенство (2.3). Это следует из формулы (17.9): при #00 || (&, s)|| > 1, 
тогда как в неравенстве (2.3) функция e "9 —5 0. 


17.3. Применение теоремы 2.10 к задаче (15.9) 


Оценим остаточный член первого порядка, используя алгоритм до- 
казательства теоремы 2.10 из $6. Отметим, что использование алгоритма 
показательства теоремы 2.10 вместо утверждения теоремы не может ухуд- 
шить конечный результат. Улучшение же результата возможно, так как 
оценки могут оказаться точнее из-за конкретности системы, как в насто- 
quem примере. 


Уравнения для остаточного члена первого порядка. Обозначим через и 
остаточный член первого порядка: 


из - Xilt,¢), и = (№1, U2). (17.10) 
Из (15.9), (16.10) следует, что и — решение следующей задачи Коши: 

du, dF 

7 = Ge (@®)щ of G,(u, t, =), 

аи 

= = @2(и, £5 =), и.о = 0, 

ав 
Си(и, t, €) = В (г) — В (в(1)) - =; (@0) - [Хи =) + 


+ щ +g: (a(t), a(t, =))] + (17.11) 
+е[ь (т, p) — ы (в, a(t,e))], 
Gh(u, =) == [№ (т, 9) — ho (a(t), a(t, €))], 
r = a(t) + Xu(t,€) + 41 + ед (г, 9), 
ф=а(Ь =) + Xin(t, =) + и +em(r, 9). 
Задача (17.11) эквивалентна интегральным уравнениям 


t 


ши, 9) = f atts) -Gi(w(s.e), 8,2) ds 
з (17.12) 


u(t, =) = / G,(u(s, =), в, =) ds, 


ще g(t, s) — функция (16.5). 
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Оценка функции G = (С1, G2). Используя равенства 
1 
F(z) — F(z) = / oF (@1)d8 - (#-2), 21 = Or + (1-6)2, 
H dz 
получим следующие формулы для функции С: 
AG(u, 1, t, =) = Gu, t, =) - С(&,Ь, =), AG = (AG, AG), 
G,0,t,c)=h+h+h, G,(0, te) = 14, (17.12: 
АС (и, 1,1, =) =E+h +h, Аб2(и,&, t, =) = В, 
Г ФЕ 
= [ [ “aa re [xu(e, Е) + 59191 (то, Y2)+ 
оо 


+=(1-9,) - 91 (at), a(t, ))| 40 481 «ry, 


1 1 
dF a 99 
nee f [ Piryavas,. | [он ву 48, 
оо 0 
Oh: Oh 
exe p3)t7 + ‘вр ("> ед» 49, 


Oh Oh: 
[Fees 3)t7 + Fp" еж» dé, 


о 
rp eR 
Б= [ vi = (r4) [xu =) + 9щ + (1 = 9) + 


0 
+ ebm(r, <) +e(1 ~ @gr(res 96) | 848, - (us ~ %), 


1 
ав д 99 
igs e| Fp (34 . / [Bes Ys)rg + ap ("> дн] dé, 
0 


Oh oh 
[Fees ps)rs+ ‘бр | dé, 


hy 
>= ( 


dé, 
ap os] 


oh: 
[ees фт + 
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ry = a(t) + 90, Хи (Ь, =) + Е0 01 91 (то, фз), 
ту = a(t) +0 Хи(Ь =) + =д91 (о, Yo), 
фз = @(t, =) + OX a(t, =) + Е 92 (то, 2), 
m= a(t) + OXult, =) + 66;u) + (1 = 0)6,%1 + 
+ =00191 (г, ф) + =(1 — 68) 60191 (тб, 96) | 
rs = a(t) + Хи(Ь Е) + uy + (1 — в) + €8gi(r, ф) + (1 - A) 9и(тв, Yo), 
ys = a(t, =) + Хо(® =) + вил + (1 ~ 0) + €6gn(r, ф) + =(1 — A) 92 (ть, 96), 


м=Хи(ЬЕ) +=9 (т, 92), $7 = Х12( =) +Е92(т»,ф2), 
ТЕ — +91 (г,ф) — Еди(6, 96), Px=U2— U2 + Е42(т,ф) — EgG2(T6, Pe), 


т2, ф2 — решение уравнений 


та = a(t) + Хи(Ь =) + €91(r2, 62), 


17.14 
p2 = a(t, =) + Хио(, =) + =92(то, ф2), eae 
T6, Yo — решение уравнений 
= a(t) + Хи ($, €) + + eg (тб, 96), 
16 = a(t) + Хи(& =) + 1 + egi(r6, 6) (17.15) 


46 = a(t, Е) + Xy2(t, =) + DH + ega(r6, 96). 


Оценим функции. Из (15.8) следует, что при t > 0 a(t) — монотонная 
функция, пределы которой указаны в (17.6). Из (15.3), (15.9) следует, что 
9; (г, 9), В; (т, 9), j =1,2, — многочлены от переменных г, со$ф, siny. 
Поэтому справедливы неравенства 


\g;(a(t), a(t,€))| < С, [№; (a(t), а(ё,=))| < С, 


17.16 
1=12, #20, ЕЕК. GE) 


Из (16.5), (16.10), (17.6), (17.16) получим оценки функций Хи;: 


t t gy 3/2 
+ (14+Coe% 
Xu < = Pat one НИ < 
Хи < се f int, 5)| 45 cfs (AEs ds < 
Г) 


t 
< Ce [ e*' ds = Ce(1-e") < Ce, (17.17) 
0 


t 
IKul<e [| Cas<cte #20, ЕЕВ. 
0 
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Рассмотрим уравнения (15.11) в следующем виде: 
т-т, — €9\(r, с, 5} = 0, 
e— Л сов [ф, + e9a(r, с, 3)] + fr sin [ф, + €92(r, с, 8)] = 0, (17.18) 
8 — frcos[y, + €92(r, с, 8)] — fi sin [ps + eGa(r, с, s)] = 0. 
Здесь 91, 92 — функции 91, 92 из (15.8), рассматриваемые относителькс 


переменных т, с = cosy, s = sing: g(r, p) = (т, cosy, sing), i=1,2. 
При любых значениях т,, fi, f2 уравнениям (17.18) удовлетворяет 


точка 
(1, с, 8, ть, Pas в, Fis fo) = (ть, fi, fr. ть, 0,0, Л, 12) 


и в этой точке якобиан левых частей уравнений (17.18) по г, с, 5 
равен 1. Отсюда по теореме о неявной функции следует: для любых 
положительных значений 141, 742, Ci, 81 найдутся такие значения €; > 0, 
фи > 0, что при 
ОЗЕЗеЕЬ |, < (17.19) 
и при 
Inl<Cytra, ПИ<ЗЬ Ш <1 (17.20) 


решение 
т=т(ть, 4,6 Л, 2), сеть, фь,=, fifo), в 8(ть,фьЕ,,]2) (17-21) 
системы уравнений (17.18) существует, единственно, непрерывно диффе- 
ренцируемо и удовлетворяет неравенствам 
lr—rl < ть, le~ fila, [8 — fal < 81. | (17.22) 


Здесь Су — постоянная (17.6). Зафиксируем ты, 7.2, C1, $1- 

Из (17.11), (17.14), (17.15) следует, что (r, $), (го, 2), (тб, 6) явля- 
ются решением системы уравнений (17.18) при следующих значениях 
(rs, Ps): 

(ts, Ya) = (a(t) + Xult, €) +1, Хоф =) + ua), 
(ra, Ys) = (a(t) + Xu(t,€), Хо г), (17.23) 
(res Ys) = (a(t) + Хи е) + 1, Хо(ье) +1). 
Рассмотрим множество 
11 <5, И] <6, O<t<Te™%, O<e<é, ЕВ, GER? (17.24 


Из неравенств (17.6), (17.17) следует, что найдутся такие положительны: 
значения 6, Т, &, что при значениях (17.24) и x = 1 точки (17.23 
принадлежат множеству (17. 19), (17.20). Или: при любых значениях T > @ 
х, 0 <х < ! найдутся такие положительные значения 6, &, что пр! 
значениях (17.24) точки (17.23) принадлежат множеству (17.19), (17.20) 
Так как Л! = cosa(t,e), f2 = т а(Ь =), то это означает, что в каждо». 
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из двух случаев функции r(u,t,e), ф(и,Ё, =), т2(&, =), фэ(Ь, =), re(t, t, =), 
got, t,€) в равенствах (17.13) существуют, единственны, непрерывно 
дифференцируемы на множестве (17.24). При этом r(u,t,e), r2(t,e), 
т6(&, 6, =) — ограниченные функции, так как принадлежат (17.22). 

Функции gi, 92 в (15.8) являются многочленами от т, cosy, sing. 
Отсюда и из формул (17.13) следует, что на множестве (17.24) при 
0<@<1, 0 < #1 < 1 определены, непрерывно дифференцируемы 
и ограничены функции 


т = ти в, 6, 01), 73 =тз(Ь=,0), та = та(и, 4, t, €, 0, 01), 
тб = 75(u, t,t, =, 0), 77 = т (=), 97 = ф7Ь ), 
rg = 18 (и, 1,6, 6), фз = фз(и, u,t,e), 
определены и непрерывно дифференцируемы функции 
фз = Ф3(Ь Е, 0), 5 = 5, t, €, 6). 


При этом 
РЕ) < Ce, ipnt,€)| < (С++), 
Irg(u, 4,8, =)| < |ш — | + Сё, [фа и, =)| < [и — 82| + СЕ. 
Из (15.8), (15.9) следует, что 
2 
ao, Go. Zoo Bow. Fro Fre. 
j=1,2 


— многочлены от переменных r, cosy, sing. Поэтому они ограниче- 
ны, когда аргумент г принадлежит ограниченному множеству. Отсюда, 
из (17.11), (17.13) получим, что на множестве (17.24) функция G(u, Е) 
определена, непрерывно дифференцируема и удовлетворяет неравенствам 


1Gi(0, t,e)| <e7(CL+C), — 1G2(0, t,e)| < "(Ct + С), 
|AG;(u, @, t, e)| < Ce? + Cellu — С в, — в (Iu |+ №, (17.25) 


|AG,(u, 1, €)| < СЕ? + Cellu — ZI]. 


Оценка остаточного члена. Правые части дифференциальных уравне- 
ний (17.11) определены и непрерывно дифференцируемы на множе- 
стве (17.24) переменных u, &, Е. По теореме о существовании и един- 
ственности решения системы обыкновенных дифференциальных урав- 
нений для любого значения €, 0 < Е < &, найдется такое значение 
t = t(e), 0 < ы() < ТЕХ, что при 0 <#< В решение и = u(t, =) 
задачи (17.11) существует, единственно, непрерывно дифференцируемо 
по t и удовлетворяет неравенству ||u(t, €)|] < 6. Оценим интегралы (17.12) 
на множестве 
0<t< tie), О<ЕХЕ. 
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Из (16.5), (17.12), (17.25) следуют неравенства. 


t 
нове) < flatts) [в.в] +|AG,(u(s,e),0.s,¢) 4 < 
0 


t 
< ie [e?(Cs8 +C) + Сев, в) |+ Св, с) de < 
0 


<Ce*t+Ce(1—e)v(t,c) + С? (г), 
t 


|ua(t,e)]< : [I@2(0, 8,€)|+|AG2(u(s,€),0,8,€)|] ds< (17.26) 


0 
t 

< HM [e?(Cs+C)+Cellu(s,e)ll] ds< 
0 


<e7t(Ct+C)+Cetv(t,e), 
u(t,€) <G(t,e) +=) +" (E, €), 
Gt, =) = t(Ct +-C), b(t, Е) = Cet, €=C. 
Здесь 
(6, =) = fie Jats =), 


v(t, Е) = max хх (3, в), 


O<s<t 


u(t, =), v(t, €) — монотонно возрастающие, положительные, непрерыв- 
ные по & функции, 


lui(s, 5)| < (5,5) < (6, =), — [чз 6) < э(3, =) < 92). 


Так же, как в $6, доказывается, что решение задачи (17.11) суще- 
ствует, единственно и удовлетворяет неравенству 


2a(t, =) 
u(t, € (Е 
llu(t, €)Il < v(t, =) < Ри 
при всех значениях $, € из множества 
$=1-5>0, ЕР - 482 > 0, 


(17.27) 
2а < 6(Р+УТ), O<t<Te*%, O<ed<é. 
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Полставим в (17.27) вместо @, 5, & их значения из (17.26). Получим 
1-Cet>0, (1—Cet)?- &t(Ct +) >0, 
ЕКСЕ+ С) < 6[1— Cet + \/(1- Cet)? — С++ С], (17.28) 
O<t<Te%, О<ЕХЕ. 
Если положить X = 1, t = Те”!, то неравенства (17.28) выполняются 
при достаточно малых значениях |T|, ||, при этом значение (p+ УР) 
близко к 1. Отсюда следует: найдутся такие значения T > 0, €, > 0, что 


на множестве 
0<:<7Т=!, O<ede, (17.29) 


решение задачи (17.11) существует, единственно и удовлетворяет нера- 
венству 
|lu(t, €)|| < v(t, =) < Е КС++ С). (17.30) 
Если положить t = TeX, 0 < x < 1, то неравенства (17.28) выполняются 
при достаточно малых значениях || и при этом значение (p+ VF) близко 
к 1. Отсюда следует: для любых значений T > 0, x, 0 < x < 1, найдется 
такое значение €, > 0, что при 
0<#< ТЕХ, О<Е< Е, (17.31) 


решение задачи (17.11) существует, единственно и удовлетворяет нера- 
венству (17.30). 
Для переменной и; оценку (17.30) можно улучшить. Из (17.29) 
(17.31) следуют неравенства 
Ce(1— ‘u(t, в) < Ce*t(Ct + С) < Ce’t. 
Отсюда и из (17.26) следует: 
11 ($, =) < Cet + СУЬ г). (17.32) 


При малых значениях =, > 0 множество (17.32) значений vy; распадается 
На две непересекающиеся компоненты 


Cet 
1+ УТ Cet’ (17.33) 
u(t, €) > v2 = С(1 + М1- Cet), 
“un, 912 — корни уравнения, которое получается из (17.32) при знаке. 
равенства. Так как 11 (6. =) — непрерывная функция t, (0, ) = 0 и ком- 


поненты в (17.33) не пересекаются, то отсюда следует, что выполняется 
Первое неравенство (17.33) и значит 


[м (, е)| < v(t, €) < Cet. (17.34) 


91 (, =) Зи = 
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Из существования функции и($, Е) и из формулы (17.10) следуе 
существование функции a(t, =). Так как u = 2— X}), то отсюда и из (17. 
(17.34) получаем следующие результаты. 


1. Найдутся такие значения T > 0, Е, > 0, что на множестве (17.. 
решение задачи (15.9) существует, единственно и удовлетворяет к. 
равенствам 


[21 (6, =) — Хи (6, =)| < Ce’t, 
[22(Ь €) — Жр(& €)| < Е КСЕ + С). 
2. Для любых значений Т > 0, x, 0 < x < 1, найдется такое значен. 
€, > 0, что на множестве (17.31) решение задачи (15.9) существус: 
единственно и удовлетворяет неравенствам (17.35). 
17.4. Функции г, р, W 
Равномерная сходимость. Для доказательства равномерной сходимосг 
рядов (16.2) для р, + построим мажоранты для функций 
23 =p—a(t), wy =p - alt, р). 
Справедливы соотношения 


(17.3: 


e(Ct+C) 


(в, р) <T.(t, €) = 1-eC#+O) 


(arge), 
K (17.36: 
gi (a(t) + 23, a(t, и) + 24) <Ty(z3, 24) = Iona 23, 24), 


$= 2 


rae К — постоянная. Существование мажорирующей функции Г, следу. 
из доказательства теоремы 2.3 в $3. При этом 0 << ТЕХ, 0<х< 1/2 
О<д<2. 

Существование мажорирующей функции Г, следует из аналитич- 
ности функций g;. Действительно, из интегральной формулы Koll! 
получаем: 


(ал, а- 2) dry, 42 


gi(a + 23, а + 24) = (22)? (а - 23)(¥2 — 24) 


2 


и{ЕЬи = 
К= тах [9(а+и,а-+?)|. 
CrQaKcy,aeR, 
Jal=1, =, #=1.2 


Здесь использовано следующее свойство мажорирующих рядов: 


: < : (arg ти, 22) 
(==) тает", 
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Рассмотрим уравнения для функций 173, 74: 

13 = Г. (Ь, =) + ЕГо(пз, 14), 1m =РЬ =) + гГо(Пз, 14), — (17.37) 
хе Г2, Го задаются формулами (17.36). Уравнения (17.37) легко решаются 
и имеют два решения. Рассмотрим решение, обращающееся в ноль при 
р 13 = M4 = T(t, =), (17.38) 
= 27, (Е) +ЕК 
~ 1420. (t,6) + Jl — Wt 6)? — 4eK 
Из формул (17.36), (17.38) следует, что 73, 14 — аналитические функции 
Е и они разлагаются в ряды 


Г(Ь =) 


mult, €) = ae, 1=3,4, (17.39) 
которые мажорируются as 
ое) < ACO (ane). (17.40) 
Это следует из формул В 
nbc) =eCt+ OMe Fie) =H (снес) «тар 
= e(C? + С), = max | (. wesc) 1 


Из (17.40) получаем: ряды (17.39) равномерно сходятся на множестве 
0О<Е< ТЕХ, 0<x< 1/2, lel <=, 


при некотором значении Е, > 0. 
Ряды (17.39) мажорируют функции 


со 
в= >> p(t, ве" < ве (аве), 
k=1 


= (17.41) 
= > PPC wet < malt, (ав), 
k=1 


me p(t, и), »(t, и) — коэффициенты в (16.2). Для доказательства 
Рассматриваются формулы, следующие из (17.37): 


— о о, х1® 
Po = [rete rer( Poe, YW we)| » #=1,2, 
1=0 


j=0 
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= 


и формулы (16.3) для p(t, и), b(t, и). Доказательство по индук. 
ции аналогично доказательству утверждения о мажорирующем ряде для 
2(, Е, и) в $3. Из (17.41) получаем: ряды (16.2) сходятся равномерно 
на множестве 


O<t<Te*, O<ex<e, O<pK<é, (17.42) 
ряды (16.9) сходятся равномерно Ha множестве 
О<Е< ТЕХ, 0<ЕЗЕ,. (17.43) 


Оценка остаточного члена л-го порядка, п > 0. Из (17.40), (17.41) 
получим оценки остаточных членов на множестве (17.42): 


© 
oUt yet 


k=n+1 
e™ (Ct С)(СР + С) 
1-<«(Ct? +C) 


<e(Ct+C) ye(c2+0)]! = 


k=n 


lett, =, H)—pnit, Е, и) = 


< ore! +C). 


Аналогично 
Ув, и) ~ (ее, <= ЦСР"и +0). 

Так как г(Ь =) = р(ЬЕ, =), y(t,€) = $], г), то на множестве (17.43} 
справедливы оценки остаточных членов 

[и (6, в) — Ra(t,e)| < =" (СР! + С), 

[6 =) — &,(t, г)| < ect"! + С). 

Из формул 

w—W,=rcosy— R, cos, = 


1 
= (r — R,) cosy — (p — Gn) Rn [sn (0p +8n—OD,)d0 — (17.4% 
0 


следует оценка остаточного члена для функции w 
jw — Wal < |r — Ral + Cle — Bn < (ct! + С), (17.45 


справедливая на множестве (17.43). Здесь использована ограниченнос! 
функции R,(t, =) на множестве (17.43) (r = a(t) +23, a(t) — ограниченна! 
функция, 23 мажорируется функцией (17.40)). 

Оценка остаточного члена первого порядка. Из результатов п. 17.3 ий 
формулы (15.7) для ш следует, что r(t,e), ф(&е), ш($, =) существую 
на множествах (17.29), (17.31). Из (16.10), (17.10), (17.11), (17.44) получи» 
формулы 
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er 


1 
д д 
war Rinate | [22 (ro pare + выде] 49 


1 
шер-Ф = [| [Zeoesno + воде] a, (17.46) 
0 


1 
us =w—W), = (г- Е!) cosp—(p— 91) Ry аще —0$:) 49, 
0 
то = A+ OKs, + Ou; + бд! (г, 9), po = A+ OXy2 + би + €6g(r, ф), 
ro = Xu + 1 + Е9 (г, 9), фо = Xn + 12 + Е92(т, ф). 
Из результатов п. 17.3 следует, что функции тэ, а, Ri, д;, д9;/дт, 94:/дф, 
= 1,2, ограничены. Отсюда и из (17.17), (17.30), (17.34) получаем 
неравенства 
Ir(t, =) — Ri(t, €)| < =(СЁ+ С), 
Ip(t,€) - $1(6=)| < = (СР + С), 
ш- Wilt,e)| < (СР+б), 
справедливые на множествах (17.29), (17.31). 
Сформулируем полученные результаты через исходную независимую 
переменную т. 
17.5. Результаты 
1. Найдутся постоянные T > 0, Е, > 0, С, не зависящие OT т, Е и такие, 
что на множестве 
о<т< Те, О<ЕХЕ, 
решение задачи Ван дер Поля (15.1) существует, единственно и удо- 
влетворяет неравенству 
ш— Wil < =? (СЕ? + С), (17.47) 
Tae W, = Wi(t,e) — функция (16.13), t = Te. 
2. Для любых значений T > 0, х, 0 < x < 1, найдутся постоянные 
5, > 0, С, не зависящие от т, € и такие, что на множестве 
О<т< ТЕХ, O<ede, (17.48) 
решение задачи Ван дер Поля (15.1) сушествует, единственно и удо- 
влетворяют неравенству ( 17.47). 


3. Для любых значений T > 0, x,9<x < 1/2, найдутся постоянные 
Е, > 0, С, не зависящие от 7, Е и такие, что на множестве (17.48) 
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—_ 


решение задачи Ван дер Поля (15.1) представимо в виде (16.11) чере 
равномерно сходящиеся ряды и удовлетворяет неравенствам 


jw — Wal < =" ЧС(ет)?" "+ С], n>, (17.49) 
me W, = W,(t,€) — функция (16.12), = Te. 


$18. Численные оценки точности асимптотического 
решения 
18.1. Оценка точности нулевого приближения 
Неравенства для остаточного члена. Обозначим 
жз=Т-а(, 2%=y-alt), 25 Е - 06) cosa(t), 
= (21,..., 25). (18.1) 


Тогда $ — остаточный член нулевого приближения для функций 2, 7, 
г, ф, w. Здесь и дальше не указана зависимость функций от 5. 

Для оценки остаточного члена напишем уравнения, следующие 
из (15.7)-(15.9), (18.1): 


t t 
г = f a(t.s)Gi(s)as, == [ G0 ds, 
0 0 


x3(t)=21(t) +591 (a(t) +23(t), a(t) +24(2)), 
w4(t) = 22(t) + €g2(a(é) +23(t), a(t) + 14 (1) : 


} 


1 
25 (1) = 23(t) cos (a(t) + 24(t)) —а(#)4(#) | sin (a(t) + O2z4(t)) 49, (18.2) 
0 


1 
G,(t)=23(t) ] (a(t) +6) а 
0 


Ао) че (alt) +2510) a(t) +24), 
G,(t) = =» (a(t) +23(t), a(t) +24 (1)). 


Здесь a, a, gi, hy, 4 — функции (15.8), (15.9), (16.5). 
Предположим, что при 0 < Ё < Т выполняются неравенства 


(< 6,  #1=1,5. (18.5 
Тогда при 0 < t < Т справедливы соотношения, следующие из (18.2): 
ве)! < 96,8) i=1,5, 
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(af) ов аб) + 


9:6,9= | att) 


+e (a(s)+63) [di+di2 (а(в)- 63) +4 (2(в)-+63)*] Vas, 
t 


ав. = f [4+4 (2(5)-+63) +4 (2 (8) +53)" ] ds, (18.4) 
6 


[ae a: (cies) 


Q3(6,t)=6) +e Heil), 


Q4(5,t) 3h +€ Ё 5 (oss) + т 95 (64) =0(#) 6+3. 


Здесь dj; — постоянные в оценках функций hy из (15.9): 
[и (, | < Чит + dir’ + dsr’, |ho(r, p)| < dy + Фот? + оз", 


4: = max |0,5sin фсоз 3], 
$0,2] 

dy = max |0,125sin ф cos ф(2 — cos *p — 6 cos *y)|, 
pe[0,2x] 

di; = max \o, 125 sin ф cos *(2 — соз?ф - 2 cos ‘9)|, 
sane 


dy, = max [0,25sin2(29)], 
pel0,2x} 


dy = max [1,5sin’pcos*p], @з= max [0,5sin2p созбф]. 
E[0,2] yé[0,2] 
При счете приняты округленные значения постоянных: 
а: = 0,163, din = 0,144, @1з = 0,0321, 
dy, = 0,250, dy = 0,222, dx3 = 0,0528. 
Оценка интервала существования решения. Обозначим 
@:„ (5,6) = max 0+(6, 3), i= 1,5. (18.5) 
O<s<t 


Зададим числа din, # = 1, 5. Предположим, что при 0 <t < Ту» выполня- 
ются неравенства 
Qis(On, t) K bin, t= 1,5, bn = (61n» tees 65»). (18.6) 
Тогда на отрезке 0 < # < Ти решение задачи (15.9), (18.1) существует, 
динственно и удовлетворяет неравенствам 
|< din, #=1,5. (18.7) 
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Таблица 
6(1) 6(1) 6(10) 6(10) 
47.106 | 17-1077 | 0,00050 | 57-1077 
45-107 | 26-1077 | 0,00047 | 16-1076 
0,0029 0,0031 0,0035 0,0032 
0,0101 0,0013 0,0103 0,0026 
0,013 0,0028 0,015 0,0029 
0,0056 0,00018 = 0,0080 
0,0049 0,00018 = 0,0070 
0,037 0,036 = 0,062 
0,11 0,016 _ 0,038 
0,15 0,035 = 0,073 | 
— = = = | 
0,0065 0,00011 0,11 0,0017 
0,00068 | 37- 10-5 0,0070 0,00042 | 
0,023 0,027 0,13 0,033 
0,046 0,019 0,047 0,020 
0,16 0,034 0,27 0,060 | 


Это следует из теоремы о продолжении решения системы обыкновен 
ных дифференциальных уравнений в области гладкости правых часте!: 
уравнений и из монотонности функций Q;.(6, t) по t. 

Таким образом, оценка интервала независимой переменной Ton опре 
деляется решением системы неравенств (18.6). Решение системы (18. 
существует не при всех значениях параметров. Выделим из (18.6) подси 
стему 


Qis(5ns t) < bins Оз (бь, t) < San. (18.6: 
Из (18.4), (18.7) следует, что din, 53_ должны принадлежать множеству 
@з»(б», 0) < 6». (18.5 


Тогда To, > 0 существует и определяется решением системы (18.3 
а значения д, 64, 65» вычисляются последовательно по формулам 


5jn = Qjs(5n, Ton), 1=2,4,5. 
Для разных значений би, 53, получаются разные значения Ton. 


Численная оценка интервала существования решения. Был рассмотре® 
итерационный процесс со следующими значениями: 


1 | pees 
60 = 1, бы= 5[6jn1+Qse(nt, Tons) F= 1,3, m= 1,20. (1810 
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В табл. 1 представлены результаты вычисления для заданных значе- 

ний 7°, Е при y° = 0. Приняты следующие обозначения: 

То = max Ton, T= to 
n=0,20 € 

Из (15.7), (15.8) следует, что решение задачи Ван дер Поля (15.1) суще- 
ствует, по крайней мере, на отрезке 0 < т < 7. Начальные значения 
в (15.1) равны соответственно 11° = 7°, w° = 0. Для сравнения в табл. 1 
приведены оценки интервала существования решения 7), полученные 
с помощью первого приближения в п. 18.2: решение задачи (15.1) суще- 
ствует, по крайней мере, на отрезке 0 < т < 7,. Значения 7), т, округлены 
в сторону уменьшения. 

Отметим, что при r° = 3, & = 0,4 множество (18.9) значений 6), 53 
пусто, поэтому 7 не существует. Это означает, что предложенный метод 
не позволяет получить оценку интервала существования решения при 
т’ =З, Е = 0,4. 

Аналогично, при г° = 1, = 1 ит° = 0,4, & = 0,4 не существует т, 
(смотрите п. 18.2). 


Численная оценка остаточного члена. Для значений т = 1, т = 10 были 
получены численные оценки остаточного члена. При этом рассматривался 
итерационный процесс (18.10) до тех пор, пока оценка интервала суще- 
ствования решения не становилась равным заданному значению T или 
больше него. После этого оценивался остаточный член по следующему 
алгоритму: а 

би = 9: (6-1, т), $=1,5. 
В табл. | представлены результаты вычисления, 


= lim, (1) = Slr, 60) = Slo. 


Для сравнения в табл.1 приведены значения & — оценки остаточного 
члена нулевого приближения, полученные с помощью первого прибли- 
жения в п. 18.2, 


О] < bins $ = 1,5, & = (Bins --- 65), 
d= lim б,  6(1)=6lra1, 510) Я. 


В табл.! даны округленные (в сторону увеличения) значения 5(т), б(т). 
Таким образом, на отрезке 0 <т< 1 


1 < 61), 58а), —#=15, 
Ha отрезке 0 <т< 10 
2 < 6(10), || < 6(10), — #&=1,5. 


Если п < т или п < т, то приведенный алгоритм не позволяет 
получить оценки 6(т), 6(7). В табл.1 стоят соответственно прочерки. 
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18.2. Оценка точности первого приближения 
Неравенства для остаточного члена. Обозначим 
wer-R(t), wept), us =w— В (0 cos H(t), as. 
@= (u,..., us). ane 


Тогда & — остаточный член первого порядка асимптотического разложе 
ния функций 21, 22, т, ф, w. Для оценки остаточного члена Hanne), 
уравнения, следующие из (15.7), (15.8), (17.11), (17.12), (17.46), (18.11): 


t t 


u(t) = р q(t, ) С1(и(з), з) ds, u(t) = J cata (s),8)ds, (18.12; 


о о 
u3(t) = G3(u, t), ug(t) = Ga(u, t), us(é) = Gs(u, t), 


од = - вв) + [(R,)—F(0) - F(a) Bi] - 

ee oa) a += [№ (г,ф) — м (а,а)] =] Е + виз) 49 из+ 

+ о) - в) - Fe) В - Фо w+ 

hi 
Oh, 
+e | | (ть, 94): (us +8) +S (ro): (u4+,) 
je | 

Gu.) eave) в) = 


“ef [= (Te, Px)> (1 +R) + Fre) (+ а, 
а 


1 


суд -ш+е f [22.00 (us + Ry) + Grp.) (uu )] a0 
0 
1 


a = 9. = 
бишь | 9.) (us +B) + (ress) (tg +B) | 46. 
Or Op 
о 
1 


би, ) = часов ($1 +14) ~ Вим / sin (®, + 8u4)d0, 
0 
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Е Е ев ое ВНИИ ЗАН НАИВ. 
=Е +, ф=Ф+щ, г, = +0, +0, 9, = a+ 08, +0, 
R,=R(t), $=$(, ВЕВ-а $ =$, -а, 
a=a(t), a=a(t). 


здесь не указана зависимость функций от Е. 
Предположим, что при 0 < t < Т выполняются неравенства 


(< А, —1=1,5. (18.13) 
Тогда при 0 < # < Т справедливы неравенства, следующие из (18.12): 
lu(t,e)| <S(A,t) +=1,5, AZ=(Aj,...,As), (18.14) 


t t 
5,(A, t) = / qt, 8): H(A, s)ds, S,(A,t)=e | H(A, 3) ds, 
0 Г) 


S3(A, 1) = Ay +ЕР(Дз, 6) (Аз + В, |) + ePo(As, t) (As + 1611), 
S4(A, t) = Az + ЕРКДз, 1) (Аз + |Ril) + ЕВ (Аз, (4+ 61), 
S5(A, 1) = Аз +|Ri| Ag, 


dF, 
H,(A, t) = |— А! + Saiz, +3) + 


dFy 
A gaia & 
ot | dr (2) 


+ [Foc — rea) — “Чай + 
+eP,(A3, (Аз +В, |) +=Р(А,0 (А4 + $1), 
H(A, t) = Р(Аз, t)(As + В) + РА, 0 (4+ 61), 
P,(As, t) = ею + €12Pi2 + евРы, 
P,(A3, t) = едР + €23P23 + е25Р5, 


P3(A3, t) = €3, Ру + еззРз, P,(A3, t) = ед + €42P\2 + ед Ри, 
Ps(A3, t) = ез + €52Pia, Ps(A3, t) = eg1 Pa: + €63P23, 


1 = 
Р= 424+ As +), — Р(Аз, 8) = ею + ев Ро, 
- № А x 42 
Роза +а ++ 3042/8) +, 
30° 3 3 
ь Rt 
Ра=а+2а Я, +2(а В)? чае As (ба? +80 В, +3) + 


At 
+ = (2 |B1|+3As3) (10а? + 15а, о + Абай) + 4, 
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жж 


Дз+|В 
Rae St , 


в = = ee 
Py3=> 5 Во’ + 308, + + A3(30+2/Ril) +4 + 


Дз-+|В 
er [6a? + 8aR, +-3Ri-+2A3(404-3|Ri|) +3A3], 


Pas = ; a! + 10028, + 10(aR,)? +5 + Bi] + 


2 
A 29 0 kes 
Piet (607 + 80R, +31) + 
aA; 5 2 Я 1652 
Г (343 +2|Ril) (10а? + 15а +-6!) + 
A} x a} 
+=" (5+4) +P + 


ere! [15a*+400°R, +45(aR,)? +240R} +58! + 
+2 = 
“2S (10024. 150 B, +682) + 


Bp 
+ 5p (3Аз+181) (150? +240 + 108) +243 (60+ 581) +h 


Здесь е;; — постоянные в оценках производных функций g:, hy из (15.8), 
(15.9): 


oh oh 
a <ею+ ет? + eur’, = < ел + exsir|? + eastrl’, 
Oh 8h: 
| < ет + esalrl’, < ед + ед + ем", 
д д. 
> <ез + sar’, i < egilr| + eeslrl’, 
5. г д. 
= < ua га < ево + евот?, 
: 3 3, 2 a, 
ej= max |-singcos’y|, ер= ae g Sinycosy(2—cos ‘yp —6cos $) 
#Е,2*} $Е[0,2* | 
5. 3 > 4 
е= max |—singcos y(2—cos y—2cos y)|, 
$Е[0,2*] 
1 
ел = max рооу(вовй-3) 
$Е[0,2*] 
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езз = (36008 %p - 26 cos *ф — 7 cos *9+2)|, 
aces 2m] 
1 
es = шах |—cos7o( — 16 cos *p + 8 cos “yp + 13 cos 7p — 9] 
фЕ[0,2*] 8 
ex, = шах (З5т?фсоз*ф), ез= Е. (21 ?ф cos бф), 
pe[0,2x} 0,2} 
1 
es = max |- яп 4) ex = max |3sin y с0з 3$ (3 соз ф — 2)|, 
фЕ[0,2ж] ФЕ[0,2* | 
1 
ед = тах | sin y соз° 0(4 cos? pr 3)|, €59 = max |-sin я) 
ye[0,27] [0,2] | 4 
3 1 
€s) = max sin io), = 1= max |=cos 9) 
реа [32 yefo,2n} [2 
1 1 
евз = max |- с08 в) ео = max |>sin е) 
ye (0,2n} 18 yelo,2n] | 2 
ез2 = max cos psin 
g€[0,2x] 


При счете приняты округленные (в сторону увеличения) значения посто- 
STHHBIX: 


ею = 0,163, е12 = 0,431, е14 = 0,161, €2; = 0,5, 
€23 = 0,625, еб = 0,141, e3, = 0,445, езз = 0,211, 
ео = 0,5, е42 = 0,569, e444 = 0,160, е = 0,250, 
е52 = 0,0938, ев = 0,5, евз = 0,125, езо = 0,5, ез2 = 0,325. 
Оценка интервала существования решения. Обозначим 
Sis(A, t) = max 5;(А, 8), #=1,5. (18.15) 
O<s<t 


Зададим числа Ain, i = 1,5. Предположим, что при 0 <t < Ti, выпол- 
няются неравенства 


Si(An,t) < Ain, 1=1,5, An=(Ain,.--, Аз). (18.16) 
Тогда на отрезке 0 <Ё < Tin решение задачи (17.11), (18.11) существует, 
единственно и удовлетворяет неравенствам 
№: (#)| < Ain, i=1,5. 


Это следует из теоремы о продолжении решения системы обыкновен- 
ных дифференциальных уравнений в области гладкости правых частей 
Уравнений и из монотонности функций 5;,(Д, #) по t. Таким образом, 


116 Часть 1. Почти регулярная задача Коши 


— 


оценка интервала существования решения Ti, определяется решение, 
системы неравенств (18.16). Решение системы (18.16) существует не пр 
всех значениях параметров Аи, ..., Аж. 


Численная оценка интервала существования решения. Был рассмотрен 
итерационный процесс со следующими значениями: 
1 Е — 
Ак =Ро, Am = 5 [Ai nit Si(An-1, Tin], 1=15, n=T1,20, 


(18.17, 
В табл. 2 представлены результаты счета для заданных значений yw 
=, Буи w° = 0. Приняты следующие обозначения: 


qT, 
T, = max Tip, п=-—, т» = max(7, 71). 
п=0,20 = 

Таблица = 
1 1,0 0,000064 
1 1,0 0,00030 | 
1 1,0 0,00079 : 
1 1,0 0,0017 
1 1,0 0,0031 
1 1,0 0,0052 
1 1,0 0,0085 
1 1,0 0,014 
1 1,0 0,021 
1 1,0 0,033 
L 1,0 — 
1 1,0 — 
1 0,8 — 
1 0,5 ых 
1 0,1 _ 
1 0,1 — 
1 0,8 | 0,04 = 
1 0,9 — — — — — 
1 1,0 = = — Es = 
3 0,01 1,0 22 0,034 0,060 0,0051 0,0077 
3 0,02 1,0 10,1 0,074 0,19 0,021 0,078 
3 0,03 1,0 5,9 0,14 0,055 — ` 
3 0,04 1,0 3,8 0,22 — 0,12 — 
3 0,05 1,0 2,5 0,33 — 0,21 — 
3 0,06 1,0 1,7 0,51 — 0,36 — 
3 0,07 1,0 1,2 0,84 — 0,66 — 
3 0,08 1,0 0,72 — — — — 
3 0,09 1,0 0,34 — — — — 
3 0,1 0,6 0,26 — — — — 
3 0,2 - 0,040" — — — — 
3 = a = oe = 
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сли Ts = то, TO численное значение 7, помечено в табл. 2 звездочкой. 
Из (15.7), (15.8), (17.10) следует, что решение a os дер По- 
ля (15- 1) существует, по крайней мере, на интервале 0 <т < 
Прочерк Do означает, что при данных параметрах 1” - множе- 
ство (18.16) пусто при всех значениях Ajn, ..., Asn. 
Численная оценка остаточного члена первого порядка. Для значений 
т = 1, 7 = 10 были получены численные оценки остаточного члена. 
При этом рассматривался итерационный процесс (18.17) до тех пор, пока 
оценка интервала существования решения не становилась равным задан- 
ному значению т или больше него. После этого оценивался остаточный 
злен по следующему алгоритму: 
Ain = Sie(An-1,7), i=T,5. 
В табл. 2 представлены результаты вычисления, 
As(1) = Asir=1, 45(10) = Asl,=10- 
Оценка остаточного члена нулевого порядка. Из (17.10), (18.1), (18.11) 
следуют формулы 
= +Хи, 2 = +ХЬ, = А, 
24 = U4 + 8, 25; = Us + В! cos Ф, — acosa. 


Отсюда получаем следующие оценки остаточного члена нулевого порядка 
асимитотического разложения функций 2), 22,7, Y, № 


lal < 6, Фет, 
y(t) = OO + max yl, F= 12, 


O<s<t 


(= Asli) + max ИНФ, 5 = Adlt) + max 6, вв) 
65(#) = As(t) + ны [В+ (8) cos Ф1(3) — a(s) cos а 


В табл. 2 приведены значения 6, полученные по формулам (18.18), так как 
они оказались меныше соответствующих оценок 6 из п. 18.1. Прочерки 
6, А; вызваны тем, что полученная оценка интервала существования 
решения оказалась меныше рассматриваемого значения т. 


18.3. Результаты 
1. Для значений w°, Е из табл.2 и 12° = 0 решение задачи Ван 
дер Поля (15.1) существует, по крайней мере, на отрезке 0 < т < т. 
2. На отрезке 0 < т < 1 справедливы неравенства 
lw —Wol < 55(1), |w — Wi| < As(1). 
На отрезке 0 <т < 10 справедливы неравенства 
№ — Wo| < 65(10), jw — Wi| < As(10). 
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Здесь Wo, W, — асимптотические решения (16.13) нулевого и первок. 
порядков для задачи Ван дер Поля (15.1). Значения т,, 65, As приведену, 
в табл. 2. Звездочкой помечены те значения T,, которые получены с по. 
мощью нулевого приближения в п. 18.1. Остальные значения т, получену 
с помощью первого приближения в п. 18.2. Прочерки 65, As вызваны тем 
что полученная оценка интервала существования решения т, оказалас, 
меньше рассматриваемого значения т. 


$19. Дополнение о задаче Ван дер Поля 


B § 1-§ 18 рассмотрено приложение теории почти регулярной задачи 
Коши к уравнению Ван дер Поля. В настоящем параграфе сделав, 
дополнительные расчеты по асимптотике первого порядка и рассмотрен, 
периодическое решение уравнения Ван дер Поля. 


19.1. Асимптотика первого порядка 


В $16 построено асимптотическое решение первого порядка (16.13, 
для уравнения Ван дер Поля. Упростим его, выделив в формулах (16.1(` 
для Хи, X12 члены порядка =. Для этого воспользуемся высокой частото'! 
гармонических функций с аргументом @ и применим интегрировани* 
по частям к интегралам (16.10). Для примера рассмотрим интегрирование 
функции в формуле для Хи, которая получается, если в 9, оставит 
первое слагаемое из (15.8), а hy положить равным нулю. 


t 
I¢,e)= ef att, aioe) (1 -32()) sin2a(s,¢)ds= 
_ =? 


e? 46, a(s) (- -=®) м - 


=. cae (19. 


ae fat (Е, з)а( (1-3 a %) с082а(3,Е) ds, 


I(t,e)=O(e?), #20, =-0. 


Аналогичным образом рассмотрим все слагаемые в формулах (16.10) д 
Хи, Хр. Получим формулы 


хХ=Х.+Ах,, Х, = (Хи, Xv), АХ, = (АХ, АХ), (97 
=R, +AR, 4 =%,+A%, 
a(t) 4- a(t) 


Xu(t,e) =-С, [ =: =). 
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= ЕЁ Е 5=а?() Е 5 5(т°)? 
Хе, =) E49 Ina(t) — a Inr я 


_ 2 
Ry(t, =) = a(t) + ЕС, a . : — at 


+28 sin (2a(t, €)) [:- = -— cos (2a(t, 5), 


2 
Фи) =а(ь =) + Е [= a(t) Se а 


8 64 
+ (| = = cos?a(t) +o], 
а 02 2 ° 02 
os as ee ae ys oe | © р +]. 
AX (t,e) ==? it , a(t) cos?a(s, af w'(e аа 


= 
и 16 › 3a*(s) +24a7(s) — ‘) Г 
cos“ a(s,€) + 
128 128 = 
Г 4—а2(#) 3 A cos*a(s,e) 
+=? / 6) a(t) а (3) соз a(s,e)|- 3 
0 
3a‘(s) ~24a7(s) + 16 3a*(s) —24a?(s) — 80 
о-в a, 
ы 2 
АХ ==? зщ (2a(s,€)) [еще w+, 2(8) cos*a(s,¢) — 
5a‘(s) —24a7(s)—96 5a*(s) — 24a°(s) +32 
= te) mets) Бабаи) = on Lt 


+e f a°(s)(4—a"(s)) sin (2а(з,=)) [- oe) og Sa(s,e)+ 


0 


@(s)+12 д 5а2(8)-12 $5 5а?(8) 12 
pa id ar pi ed д 
agg 08 a(s,e)+ 1536 88 a(s,e)+ 1054 3, 


ДЕ, (4, =) = AXu(t,€), 
A(t, =) = АХ). 
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a a ee 


Здесь a, a, Co, С: — функции и постоянные (15.8). Из формул (19.2) 
следует, что наоси t > 0 функции AX;;, AR,, АФ, имеют порядок О (=?) 


АХ, =) = Ole”), — АЕЦЬЕ) = Of’), 
A(t, Е) = O(e), #20, Е-0 


При вычислении порядка малости функций (19.1), (19.2) использовалис, 
неравенства 


(193) 


4Cye* 
1+ Cye-t ' 


Из (16.13), (19.2), (19.3) получим формулы для асимитотического 
решения первого порядка уравнения Ван дер Поля 


ja(t)<C, 4-20 = бе" < 4- а? (8 | < Се", tg, 


Я, = Я, + АИ, У, = R, - cos, (19.4) 
AW, (t, =) = (Е, + AR,) - cos (©, + A®) - Е, «cos $, = Of’), 
#>0, Е > 0. 


Здесь W,, Ви, D ‚ АВ, AS, — функции (16.13), (19.2). Из (19.4) следует, 
что для функции W, справедливы те же результаты, что для функции И! 
ви. 17.5. 


19.2. Результаты, 1 


1. Асимптотическое решение первого порядка для задачи Ван дер По- 
ля (15.1) представимо в виде 


У, = В, cos $, (19.5} 


тде В, = Ry(t,e), $, = $6, =) — функции (19.2), # = Te. Асимитотикт 
первого порядка И! и W, связаны формулами (19.4). 
2. Найдутся постоянные T' > 0, Е, > 0, С, не зависящие от 7, Е 
и такие, что на множестве 
0<т< 7Т=?, 
решение задачи Ван дер Поля (15.1) существует, единственно и удовле- 
творяет неравенству 


О<ЕЗЕ, 


jw — Wi] < =^(СЕ?т? + С), (19.6: 


me Я, — функция (19.5). й 
3. Для любых значений Т > 0, x, 0 < < 1, найдутся постоянные 
=, > 0, С, не зависящие от т, = и такие, что на множестве 
O<r<Te'*%, ОЕ Е 


решение задачи Ван дер Поля (15.1) существует, единственно и удовле” 
творяют неравенству (19.6). 
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_— 
19.3. Периодическое решение уравнения Ван дер Поля 


В этой книге не исследуются периодические решения дифференци- 
альных уравнений, но так как уравнение Ван дер Поля интересно именно 
своим периодическим решением (предельным циклом) [15], то получим 
формулы для параметров, определяющих этот цикл. 

Пусть w = т с0$ф — периодическое решение уравнения Ван дер По- 
ля (15.1) и 1+ — его период по переменной t. Тогда w =r sing — 
тоже периодическая функция с периодом Т; и для любого значения # 
справедливы равенства ь 


r(t, =) cos v(t, =) = (Е + Tt, =) cos y(t + Ti, =), 
r(t, =) sin y(t, =) = r(t + Th, €) sin g(t + T, г). 
Отсюда следуют уравнения 
т(Ь =) =т(@&+Ть=), o(t,e)=2ke+9(t+T,¢€), kEZ. (19.7) 
По формулам (15.8) 
т(@, =) = a(t) + x(t, =) + egi (rf, =), v(t, =), 
p(t, =) = a(t, =) + 22(& =) + Е92(т(&, =), Ф(Ь €)). 
Из результатов $ 17 следует, что 
(=) =0(=), =—0, 16 [0,Т. 
Отсюда и из (19.7), (19.8) получаем 
a(t) = a(t + T:) + O(e), a(t,e) = 2Кт +a(t+T,€)+O(e). (19.9) 


Подставляя в (19.9) вместо а, a их выражения (15.8) и решая уравнения 
относительно r°, T;, получим 


т°=0 или г’=2+0(2), T=2ee+O(e?), k=-L. 


Так как значение r° = 0 соответствует нулевому решению уравнения 
Ван дер Поля (15.1) w = 0, то при малых значениях || уравнение Ван 
дер Поля имеет одно периодическое решение, для которого 

г =2+0(ё), T=2me+O(e?), =-0. 


Подставим в (19.7) вместо г, ф их выражения (19.8). Подставим 
Вместо х выражения, следующие из (15.8), (15.9), 


(19.8) 


t 
21 = ] a(t, s)F, (r(s, =), ф(з, =), з, €) ds, 
ar (19.10) 
2) = ef ho(r(s, =), o(s, €)) ds, 
0 
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F(r, 9, t,€) = Fo(r) -В (a(t)) — 
Аа) a(t) eoulr,y)] +еы 69). 


Получим 
t 
a(t) — a(t ++ I) =- / q(t, s) F, (r(s, =), p(s, =), 8, =) ds+ 
0 


чт 
g(t +, 8) А (r(s, =), 9(s,€),8,€) ds, (191) 


о 
п 


а(&, =) — а +Ть,=) =I +Е f ho(r(s, =), p(s, €)) ds. 
0 
Здесь использованы равенства 
Gi (r(t, =), g(t, =)) =я (r(é +7 =), ФЕ +ТЬ, =), 
hi(r(t,e), o(t,e)) = в ("Е +Ть =), Ф@+Тье)), #=1,2, 
следующие из периодичности функций д:(г, ф), № (г, ф) по ф с периоде 
2m (смотрите формулы (15.8), (15.9)). 
Рассмотрим разности a(t) — a(t + Т,), a(t, =) - a(t + Ti, =). По фо» 
мулам (15.8) 


off) ~ a(t +2) =" ей) +0((" 3). 


(19.1: 
a(t, =) -a(t+T, €) = — 
Уравнения (19.11) эквивалентны уравнениям 
т =2+Гкг’,Т,=), Tr=2ne+eD2(r°, Te), 
T(r’, Te) = 2+ “ag [a(t +12) ~ a(t) - 
t 
- f ats) s)-F, (r(s, =), 9(s, =), 8, :) ds + (19.1 
0 
tet 


+ hi g(t +T, 8) -F, ( (s, =), p(s, =), 8, e) ds] : 
0 
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д. 
Г.("* T,6) =e ] ha(r(s, €), o(s,€)) do. 
0 


Получили уравнения для r°, T;. Из (19.12) следует, что функции Гу, 
Г. обращаются в ноль при = = 0. Отметим, что хотя в первое уравне- 
ние (19.13) входит явно переменная t, параметры г°, T; от t не зависят. 
Это следует из периодичности рассматриваемого решения уравнения Ван 
дер Поля. 

Чтобы получить формулы для искомых параметров, рассмотрим 
уравнения с двумя малыми параметрами €, #4 


&=24T (fen), @= тии, е и),  &=(,6), (19.14) 


me Ри(&, =, и), Го(Е, =, и) получаются заменой в Гл(х°, Ть=), P(r°, Ti, €) 
функций т(Ь, =), p(t, =) на p(t, =, м), Ф(Ь =, и) и параметров r°, Т, на &, £2. 

Решение системы (19.14) зависит от двух малых параметров: & = 
€(e, р). Будем искать его в виде рядов 


(Е, и) = >> E(w) =". (19.15) 


k=0 


Подставим в (19.14) вместо &, & ряды (19.15), вместо р, ф ряды (16.2), 
разложим левые и правые части уравнений (19.14) в ряды по степеням 
€ и приравняем коэффициенты при одинаковых степенях =. Получим 
формулы для коэффициентов &®) (п): 


и) = 2, a") = 2ль, 


= [rs У ще, ,)|^. 


j=0 (19.16) 
ь и р (®) 
и) = Во] ‚ kBL 
j=0 
Из (19.13), (19.14) следуют равенства 
г’ =&(е,г), T= &(e,€). 


Отсюда и из (19.15), (19.16) получим формулы для г°, 1, T,, где T, — 
пермод периодического решения уравнения Ван дер Поля (15.1) по пере- 
менной т, T, = T;/e. 


= С. =. => ог, тео, (19.17 
k=0 k=0 k=0 
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Ee) = 2, 0) =2те, 


(и) = [Fs ( 2 £9 (el, =, В] o 
= 
eu) = [Вы ( 3 ln) ef, 6, »)] ane 
a 


e 
Pulte) = org [alt +ene) atte) - 


k-1 k-1 
ср =, У 9 (в, 6, и) d,s) 45+ 
th 


+ [вече a(S, én), я №.) a. 
9 


j=0 


a k-1 
utemee fn (de Pat.) BME A) de 


0 j=0 j=0 
ALON=a0)|¢ Hs. =4% 3), 
F(r, 9, t,€,¢) = F(r, 9, t, =) lyse? 
PbS w= wing ЗЕЕ). 


Здесь a, №», 9, Fi, р®, y— функции (15.8), (15.9), (16.5), (19.10) 
(16.3), (16.4). 

Получили, что периодическое решение уравнения Ван дер Пол 
определяется параметрами г°, ф°, где ~° — произвольная постоянна“ 
не зависящая от &, €, а r° и период вычисляются по формулам (19.17). 

Коэффициенты &® в (19.17) вычисляются последовательно д/ 
К = 0,1,... При этом для &® нужно знать асимптотическое реш. 
ние k-ro порядка уравнения Ван дер Поля. Используя формулы (16. 
для асимптотического решения первого порядка, из (19.17) получим 


°=2+0(=?), Т,= 2 + 0(2), Т,=2ж+0(=?), =в—>0. (19.7 
Чтобы построить болышее число значащих членов для г°’и периой 
нужно рассмотреть асимптотическое решение уравнения Ван дер По 
порядка, большего единицы. Здесь это не сделано. 


Замечание 19.1. На стр. 14 изображена фазовая плоскость для задачи Ван A’. 
Поля (15.1) при = = 0,2. 
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Замечание 19.2. В этой книге нет доказательства существования периодиче- 
ского решения уравнения Ван дер Поля, не исследуется устойчивость периоди- 
ческого решения, не доказывается сходимость рядов (19.17) и т.д. Эти вопросы 
выходят за рамки рассматриваемой в книге теории дифференциальных уравнений. 


19.4. Результаты, H 


Периодическое решение уравнения Ван дер Поля (15.1) определяется 
параметрами T°, ф°, re ф’ — произвольная постоянная, а т°и период 
вычисляются по формулам (19.17). Справедливо асимптотическое пред- 
ставление (19.18). 


520. Выводы главы 2 


В главе 2 исследуется задача Ван дер Поля (15.1). 

В $15 показано, что задача Ван дер Поля эквивалентна регулярно 
возмущенной задаче Коши (15.3) на отрезке 0 < т < Т и эквивалентна 
почти регулярной задаче Коши (15.9) на отрезке 0 < т < T/e. 

В $16 получено представление решения задачи Ван дер Поля Через 
ряды и построено асимптотическое решение. Доказательство сходимости 
рядов и оценки точности асимптотического решения даны в $17. 

В $18 предложен алгоритм, позволяющий при заданном значении 
малого параметра оценить численно: точность асимптотических решений 
нулевого и первого порядков, интервал времени существования решения. 
Результаты численных расчетов представлены в табл. 2. 

В $19 построено асимптотическое решение первого порядка, более 
простое, чем в $16; получены формулы для периодического решения 
уравнения Ван дер Поля. 


$21. Выводы части 1 


В части 1 рассмотрена почти регулярная задача Коши [30]. Так названа 
задача Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
с малым параметром, в которую сингулярность входит через ограничен- 
ную функцию f(t, =). Значимость такой задачи можно оценить по тому 

акту, что некоторые задачи, решаемые методом осреднения, можно при- 
зести к почти регулярной задаче Коши и решить методами главы 1. Так 
решена задача Ван дер Поля [31] в главе 2. 

В главе 1 дано определение почти регулярной задачи Коши и постро- 
°H ряд, который сходится к решению задачи или является асимитотикой 
решения на отрезке, на всей полуоси ¢ > 0 и на асимитотически больших 

рвалах времени. Доказаны теоремы, позволяющие оценить численно: 
Точность асимптотического решения, интервал времени существования 
Рещения, значения малого параметра. 

Если нет зависимости от функции f, то почти регулярная задача Ко- 

становится регулярно возмущенной задачей Коши, которую исследовал 
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А. Пуанкаре [39]. Для этой задачи предложенный метод решения совпада 
ет с методом малого параметра Пуанкаре. Ряд Пуанкаре сходится к точно 
му решению или является асимптотикой решения на отрезке [39], на все, 
полуоси t > 0 и на асимитотически больших интервалах времени {27}. | 

Даны оценки радиуса сходимости ряда Пуанкаре, оценки интервал: 
времени, на котором ряд Пуанкаре сходится при фиксированном значе 
нии малого параметра, оценки нормы матрицы Коши. Дополнительнь. 
оценки нормы матрицы Коши даны в § 60 части 2. 
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Глава 3 


Метод пограничных функций 


§ 22. Определение задачи Тихонова 


Рассмотрим следующую задачу Коши: 


dx, В 
= =А(1,6 р), хи =), 
at 
. (22.1) 
К; dz; ° “a 
arian F(z,t,y), тер), i= 2,m, 
me %;, Е, т? — М;-мерные векторы; т = (x1, ..., 2m); N = Ni+...+Nn3 


1 — независимая переменная (время); и > 0 — малый параметр; К; — 
целые числа; 0 = Ki < Ky <... < Km. 

Если положить p = 0, то порядок системы дифференциальных 
уравнений (22.1) сохранится при m = 1 и понизится при т > 2. Поэтому 
при т > 2 и д = 0 решение дифференциальных уравнений (22.1) 
не может, вообще говоря, удовлетворить всем начальным условиям (22.1). 

Введем обозначения. О, = D, x... X Dm. Dj С В — окрест- 
ность точки х; = 0. Dy — множество в пространстве В Э&. T, # — 
положительные числа. 


Определение 22.1. Задача (22.1) называется сингулярно возмущенной 
задачей Коши, если: 1) функции F,(2,t, р), i = 1, т, определены 
на прямом произведении области О. и отрезков 0 <#<Т, OS ws 
р; 2) функции 2;(р), $ = 1, т, определены на отрезке 0 < р < pt 
и имеют значения в области D,; 3) функции Е, (т, 1, 0), 7 = 2,m, 
не равны тождественно нулю; 4) т > 2. 

Определение 22.2. Задача 

dz; = 

а = F,(z,t,0), 2,(0)=23(0), F(#,t,0)=0, #=2% (22.2) 
называется вырожденной задачей. 

Определение 22.3. Задача (22.1) называется задачей Тихонова на мно- 
жестве Dz, > (t, р), если найдется такое решение Z(t) задачи (22.2), 
что для любых значений (#,, +) Е Пи, te > 0 решение задачи (22.1) 
существует при О ЗЁЗЬ, Ох из, и 


a 2(t., и) = E(t). 
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Чтобы сингулярно возмущенная задача Коши являлась задачей Тих, . 
нова, должны выполняться достаточно жесткие условия (смотрите $ 26 
Тем не менее, существует болыное число прикладных задач, удовлетво. 
ряющих этим условиям [11, 37, 42]. Эти задачи отличает наличие быстр 
затухающих составляющих, так что через малый промежуток времени 
решение достигает окрестности кривой 

dz. 
р = (8,10, (0) = 270), 


лежащей на многообразии 
F,(Z,t,0)=0, ..., Fn(%,t,0) =0. 


Такие задачи исследовал А. Н. Тихонов [43]. 


$23. Построение асимптотического решения 
методом пограничных функций 


Асимптотическое решение задачи (22.1) будем строить в виде суммы 


т 
= и) = УХу(тьи). пеш, у=Гт (n=t, K,=0). 
j=l 


Переменные 72, ..., Tm называются быстрыми временами; Yr, ..., Ym 
называются пограничными функциями. При выполнении условий, сформу- 
лированных в § 26, пограничные функции удовлетворяют неравенствам 


Пуз(ту, 0)|| < С exp {кот}, 


me С, ко; — постоянные. Отсюда следует, что функция у; при 7 2 2, 
и — 0 вносит существенный вклад в асимптотику решения задачи Th 
хонова на интервале времени порядка д“. Функция y)(t, и) являстся 
основным членом асимптотики на всем интервале времени за исключе- 
нием пограничного слоя, примыкающего к точке t = 0 и стремящегося 
к нулю при р — 0. 

Разложим у; в ряд по степеням д: 


м 
(ty и) ~ Dy (dat. (23) 
k=0 


Тотда асимитотическое решение задачи (22.1) примет вид 


о т ° 
вии. (23-1 
k=0 j=l 


aa 
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Коэффициенты ряда (23. 2) будем находить, используя уравнения 


ау: . 
pt Gr, Beh)» i=Tm; 


‚ dy. j tat é 
ee и [в 103s isn) ~ A(Lanw®n)], 
1=1 


з=Ьт, j=2,m; 


т 
питон) =0, +171, 2m; Усуи) ==). 


Здесь у; = (ул,... Ут). 
Опишем построение уравнений для коэффициентов ряда (23.2), пред- 
полагая, что все операции имеют смысл. 


® В уравнения (23.3) подставляем ряды (23.1). 

e Разлагаем левые и правые части уравнений в ряды по степеням д 
так, чтобы в уравнениях, содержащих производную dy;;/dt; или 
lim ул (ту, и), коэффициенты разложения зависели только от пере- 
менной т;. Для этого при разложении пользуемся равенством 


пели ®, в=ТУ-Ь 1=2,т. 
® Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях д. Получа- 
ем уравнения для у). 


После подстановки рядов (23.1) в уравнения (23.3) получим: 


co (k) Е со 
уз; (11) кк Фр Е 
у Ей =F; > y(n) nw), t=Lm; 


о 4—0 

> и (т. 

> oe : 9) кк [в (Sou (т; phir К 4 Tye, „)- 
до OG q=0 [=1 


со j-l 
va (ow а] ’ (234) 
4=0 1-=1 


i=1,m, j=2,m; 


k а С 
in Sov ры =0, i=TF-1, j=Zm; 


Уи. 


k=0 7=1 
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= ь = coe 
Здесь ум = ( yf, Res 9). Разложив левые и правые части ypapp, 


ний в ряд по степеням д и приравняв коэффициенты при одинаков, 
степенях р, получим: 


(0) 
а. и ее 
ЧИТ = В (y,n,0), 0=Е(У®,ть0), #=2т; 


ат 
(0) 
dy: 2 = on 
ЧН 0, i=Tj=1, j=l 
dr; 
(0) 
d ВЕ 
= = F;(¥;,0,0)— F;(¥j-1(0),0,0),  7=2,m; 


0=F,(¥},0,0)~F(¥;-1(0),0,0), i=j+i,m, =, 
Ша y) (а) = 0, i=1,j-1, j=2,m; 


ту 


iy O=2°(0); 


j=! 


j-l 
¥;= Sorry ®, ¥-10)=> yO), j=Zm. 
1=1 


1 Oe 


©) 
49 _ 28 (0) a, OF [© 
Fe = а is (71), 715 о) 9 (и (п), т, 0), 
= = [8 (¥5(75),0, 0) — (K-10), 0, 0)] ку-ка, 
ат; 
#=17-1 1=2,т; 
() 
dy. ay = 
dr Fyulyy? tj), G= 2m; 
dy® 
WO gory =F Fly! ‚т, t=j+ijm, j=1m-Ih, 
Tj 


m>3; 


(23: 


{1) 
а. Е OF, 
Su = 5 = = (af п), ть 0) и И (ин), тьо) 5 


$ =2, т. 
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т о 
Wp (0). 
>. у (0) = dp (0); 


oF, 
В, = Gee (Volts): 04 0) + 
OF; OF; 
+ Е (%65).0,0) - 5 *(%j-1(0), 0, о] х 


7—1 dy 
ry; —1(0) 
x b y!(0) + or "ИКучкнны + 
1=1 


+ 


| 
a 


OF; 
¥;(7;), 0, 0) = OE (¥}-100), 0, 0)| 7{Kj=1) + 


( 
(¥5(75), 0,0) - oe ¥;-:(0),0, О] | 


i=j,m, j=2,m; 


38 = 


3-1 

0) 0 , ие 

Ут) = У +0 (;), G= Dm. 
{= 


Здесь и далее условие в угловых скобках () при слагаемом означает, 
что слагаемое добавляется при выполнении этого условия. Если условие 
не выполняется, то слагаемое нужно положить равным нулю. 
Производная вектора F по вектору х является матрицей Якоби, 
составленной из частных производных компонент вектора ЕР по компо- 
нентам вектора х. 
Из уравнений (23.5) следует, что 


y(n) = 20, 


Te Z(t) — решение вырожденной задачи (22.2); при k > 1 коэффици- 
енты ряда (23.2) находятся из линейных уравнений (алгебраических или 
дифференциальных, смотрите $ 24). 


Замечание 23.1. В § 28 сформулированы теоремы, из которых следует, что при 
Зыполнении соответствующих условий ряд (23.2) является асимптотическим ре- 
щЩением задачи (22.1). При т = 2, К» = 1 это решение совпадает с асимитотикой 

асильевой — Иманалиева [8, 11]. При т > 2 предложенная процедура постро- 
“НИЯ ряда проще соответствующей процедуры в [9], так как асимптотический 
Ряд (23.2) — сумма m рядов, а асимитотика в [9] — сумма (2m — 1) рядов. 
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$24. Порядок вычисления коэффициентов 
асимптотики 

Коэффициенты У = hn ее y?) ряда (23.2) определяются после- 

довательно для k = 0, 1, .. Опишем порядок вычисления коэффициентов 

при фиксированном значении К. 


24.1. Вычисление коэффициентов асимптотики, 1 


Приз = 1,7-1,1 = 2, т коэффициенты yf находятся как решение 


дифференциальных уравнений 


с известной правой частью и с условием на бесконечности 
am air.) — 
a уз (73) = 0. 


Решение имеет вид 


со 
of = pastes) = — | trite) do, i=1,j-1, 1=2,т. (24.1) 
y 
Здесь 
Лоя(т;) =0, фон(т;) = 0. 
Поэтому 
y=0, i=Lj-1, 7 =2.т. (24.2) 
(0) (0) (k~1) 
При k > 1 функции fyj; вычисляются через У; ’, ..., Yin y ey Yo 


ys) по формулам 


k-1 j 
Ля(т) = [we ( Sy et, три, и) - 


4=0 1=1 
kml fl () 
HERS И о 
4=0 1=1 


Здесь и далее [ a означает коэффициент при pe в разложении функций 


стоящей в квадратных скобках, в ряд по степеням д. 
Результаты 24.1. Функции ne t=1,j—-1,j =2,m, находятся по фор 


мулам (24.2) при К = 0 и по формулам (24.1), (24.3) при k > 1. 
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24.2. Вычисление коэффициентов 
асимптотики, Il 


При $ = j, m. m,j= 1, т функции ув вычисляются последовательно 
дя j= 1, ... т. Опишем порядок вычисления при фиксированном 
значении i 

а) При j < т коэффициенты avs og У выражаются через yf 
KT; у: 

~ k . te i 
yf = = Pry, т), t=jt+i,m. (24.4) 
Для этого используются уравнения 


[Е =0, 7 <т-1 


ie „4, 0) — В(1;-1(0), 0, 0)6>1 =0, з=7+Ьт; 


ae Oan+y, t=no-n, У) =(y,....9%); (24.5) 


© _@,...,0,y%, 9 (0) 


Оу руд. > Yim) при 1>1. 
OF; [3 ъ —_ 
He (Ио); = Льн(ау), +=, 


лобода [FE оу) Адер] УЗ 


-1 (9 1 
4 Eo) (т;) pKa р >> (9) ( Ky Ky 4 т. Ky 
dy р (пи pt tee) + 


q=0 4=0 1=1 (24.6) 
k-1 j-1 ; ке hs (к) 
+h (Ума, TON ELT =) >] | 
q=0 1=1 
1-1 
0) 0 (k (3 ke) 
ии оон), =, 0); 
1=1 
= (puja (т)... фыз()..9) при 7>1. 
® ® 


Из написанного видно, что при k > | уравнения для Ура» > Ут 
Являются линейными алгебраическими. Ux решение имеет вид 
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k>l,j<m-1 
{=) 


У Фазы 
и 
: ||: |9. 
У Фит 
= O(Fj41---Fm) (k) 24.7 
=H; (¥%(7)),t;.0) ae (був, (24.7, 
Фея Лим 
(Е .. Fm) . : 
ее (5). : |) Got (т;) 
PRij-1 fi kjm 
Здесь введены следующие обозначения: 
ar OF, 
On; _ Oz, 
8(F; ... Fn) — ; 
pas a ‘ 36 : — матрица Якоби, 
O(a ... т:) aR 
OF pn aFn 
91 ~" Oz, 
25) И 
H;(z,t, = [Hi Ze) & и), 1=Ът-Т. 
(т, р) тк (& и), 1 
6) Далее находится коэффициент 
уе = фз (ту. (24.8) 


Для этого функции (24.4), (24.7) подставляются в дифференциальное 


уравнение для y;; и в начальное условие. Получается задача Коши для 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений: 


(0) j-l 

dy; 

272% i (v.75). y) (0) =23(0) - ен, j=lm, 
3 Tl 


a; (и me =F; (Sw Voyurn +H”, 43,0) —Е (у;-1(0),0,0) U>), hs 


~~ а 0} 
Ye i= (v0, Fo2(y m1), ..., Form(y\?.7:)); 
= 0) = 0 : 
= (0, ...„ 0, у, Fosi+1(y\) ту), igs Goim(y).75)), l<j<m, 


9 =(0,...,0,99,); 
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ay’? т (к) 
И =Ату)уу + Fes (79), 
dr; 


i= 2) ®- У` Фыхо, 


tim, 57 
пил | 98 oF; O(Fjs1---Fm) 
id= [Fe Deja ay tt ae, 69| (66%), 
ar, A(Fj41..-Fn) 
= i я 3 ы J РВ 
= |e o> Hej щи) Meccan ee 
Фей 
(9(25),0,0) | : | (Gon 
фз (24.10) 
| Лим 
oF; : р 
в (¥i(r5) 850) ] : | Gm 
Лт 


[5% (1;),0 0) - 2 0%, (0),0 os ul" aust 


l=1 


#-1 1 
[ни-ни и) - 


4=0 1=1 


k-1 j-l () 
“ii (oye (7568) trip ) >] . 
4=0 [=] 


® являются решениями 


Отсюда следует, что при К > 1 функции у 
линейной задачи Коши. 


Обозначим Я. (ту, о;) матрицу Коши системы 


dr; 
a; = Aj(1;)r;. (24.11) 


Torna решение уравнений (24.10) описывается формулами 


и} = Фы ту = бо, of [9)®- У ну) } + 


1=Гт, 59 
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+ / бус) - fuslos)aoy, Е 1=Ьт. (№) 
0 


в) После подстановки (24.8) в (24.4) получаются формулы для козф. 
фициентов yl: 
of? = фил (ту) = Pri (рые, *), i=j+ijm, 1=1т-1. 
(24.13) 
Результаты 24.2. и vi ), i=j,m, j = Гт находятся последо. 
вательно для 1 = 1,...,m. При фиксированном значении 7: 

а) для k = 0 уни 9 и ) определяется соотношениями (24.8), (24.9), 
функции 9, i= ТЕГИ определяются соотношениями (24.4), 
(24.5), (24.13); 

6) для Е > 1 функция ую находится по формулам (24.12), функции 

(k) 


Yio t=J+1,m, ] < т, находятся по формулам (24.7), (24.13). 


§ 25. Порядок вычисления коэффициентов 
асимптотики при т = 2 


Приведем результаты $ 24 для т = 2. 

Коэффициенты ряда (23.2) определяются последовательно для 
Е =0,1,.... При фиксированном значении k: 

25.1. 


Находится функция yf > по формулам 


У =0; 9 = фыцт) = =f fin(o)do, k>1, 


2 


k-1 
fin(™) = [nr ( LY en Юр, ти, r) - (59 


q=0 [=I 
—1 (k) 


~ wR, é УС (рии), то, »)| 


q=0 
25.2. 
(0) 


Если К = 0, то находится Yj. как функция OT у;1 


9 = = фору, Е , (25.2) 


© и 
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из уравнения 
в, 0 =0, yy” = (9,92). 
25.3. | 
Находится функция y; (ty, Если k = 0, To y(t) — решение задачи 
Коши р 0) 
a =F(H”,t,0), a0) = 2100), 
i” ae 


= (у°, Porty? > i). 
Если К 2 1, To 


(к) _- 


$: 
a? = ры = 016,0) - {1 - vers} + [ 0,(,0) Лицо) do, 
0 


0, (t, ©) — матрица Коши уравнения 


iT ~ 
и = А", 
ven — функция (25.1), 


3 эв aF, (aF,\" = 0) 
ws t), t, 0), 
i(t) = 8x2 Cs да, | i 


fin) = [= (2) | (l(t), t, 0) - Л) + 


ket (С) (25.3) 
+ [Е i ( oP Oest »)| i 


q=0 


kt (a) ko} ® 
0 
лы = | пон в В] 
ь q=0 


25.4. 


Находится функция y® (t). Если К = 0, то из (25.2) получаем 


о = ф012(#) = For (и, t) . (25.4) 
Если k > 1, то 


(i) aF,\"! 
912 = gen(t) = (=) (y(t), t, 0) x 


x [- au), t,0)- ye) + аз, (25.5) 
1 
Jun(t) — функция (25.3). 
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25.5. 


Находится функция y(n). Если k = 0, то yo — решение задачи 


Копи 
(0) 


dy. 
FE = PUP O +2, 0,0) - BO), 0,0), 


920) = 23(0) — go2(0), 99 = (0,9), 


Yo — функция (25.4). 
Если k > 1, то 


12 
= 0›(т», 0). {123 = фы(0)} + / Ty(m, 2) - fir2(o2) dor, 
0 
0, (12, 02) — матрица Коши уравнения 
ary _ ee 
dn 


фФы2 — Функция нм 


Ba, 1%), 0. 0)-m,  ¥a(r2) = у (0) + 9'(r), 


Ле2(т2) = rn (hn), 0, 0) - фз (2) + 


-& 


* [ae Coonan 0,0) - (v1), 0, 0)| (0) + 


2 


+ [a( 3 So op ut, mp", и) ы 


q=0 1=1 
( D( i 
(ри yu, mop м] | 
Yau — функция (25.1). 


§ 26. Условия, налагаемые на сингулярные уравнения 


Перечислим условия, при выполнении которых ряд (23.2) является 
Р-р решением задачи (22.1). В асимптотику входят функ” 
ции 9; (т), являющиеся репением уравнений (23.5). Предполагаем, TIC 


явный вид У; (т,) известен. Введем новую переменную 


Ac=2-a(t), #0 =У0(0. 
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Это позволит привести задачу (22.1) к виду, удобному для формулировки 
и доказательства теорем: 


ии =АЕ(Да,Ь и), Ах: = Да; (р), 


oe =(Ag,...,At,), t=1,m. 


Здесь 
AF((z, t, и) = Fi(Z(t) +2, t, р) — 82,0), 
AF,(c, t, р) = Fi(&(t) т, р) — Se) 


Aai(u) = 21) — 10), Дар) = 23(u) - 80), i= Tm 
Так как Z(t) — решение вырожденной задачи (22.2), то 
АЕ. (0, 1,0) =0, i=1,m, 421(0)=0. 
Исходя из проделанных вычислений, будем предполагать, что в систе- 
ме (22.1) уже проведена соответствующая замена, и значит выполняется 
Условие 26.1. Е. (0,10) =0, 21(0) =0, #=1, т, ЕД. 
Условие 26.2. Функции Ё(т,&, и) имеют непрерывные, ограниченные 
по норме частные производные до (п + 2)-го порядка включительно 
по всем переменным при ze D,,t€D,, 0g и<р, 1 = 1, т. 
Условие 26.3. Функция х°(и} имеет непрерывные производные do 
(п + 1)-го порядка включительно при 0 < и < р. 
Условие 26.4. Матрицы Н; (т, $, 0) ограничены по норме при т Е Dz, 
teD,,i=1,m-1, 


(Fist. . Fim) 
ыы se Bal)” (z, t, и). (26.1) 


При выполнении условия 26.1 вырожденная задача имеет нулевое 
решение: 


НЕ, t, и) = Е 


a(t) = y(t) =0. 
Будем рассматривать именно это решение, хотя в общем случае оно 
He единственно (смотрите пример 31.4). 
Рассмотрим yf при j > 1. Запишем уравнения (24.9) для 9, 
1=2, т, в следующем виде: 


4) 


ах = $4), 70) = 2500) - Ho. (26.2) 
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Здесь 


j-l 2-1 
0) 0) 
в =в (WO +90, 0) (9.0.0); 
l=1 i=l 


i = (0,...,0, 9, узи (99), sess Bojm (у) при 1 <”, veal 
9% = (0,...,0, uhh). 
Функции 
9 =Goly), t=F+1m, (26.4) 
являются решением уравнений (24.5), которые запишем в виде 
9—1 1—1 
Е (= (о) +, 0, у -F (= at” (0), 0, у =f, 
T=1 1=1 (26.3) 


(0) _ (0) (0) 
i (hats бан) В 


#=7+1т, 1=2т-Ь m>2. 
Из написанных уравнений видно, что Ф;, Goji не зависят явно от т; при 
1> 2. Кроме того, существует нулевое решение уравнений (26.5): 


о =...= y =0. (26.6} 


Будем рассматривать функции (26.4) в окрестности нулевого решения. 
Условие 26.5. a) y(t) = 0, 6) Еми т > 2, j = Ят-1, mo 
Goji(0) = 0, =F +1, m; i” ЕО, при у € Dj. 

При выполнении условия 26.5 из (26.3) следуют равенства 
&(0)=0, =. 
Поэтому дифференциальное уравнение 
Fe = 83009) (262) 
имеет нулевое решение. 


Определение 26.1. Уравнение (26.7) называется присоединенным 
уравнением (т + 1 — 7-го порядка задачи (22.1). 

Определение 26.2. Областью влияния О.» нулевого решения ypasHe 
ния (26.7) называется множество таких точек г; Е О;, что решение 
т; =тДт;) уравнения (26.7) с начальным условием г;(0) = г; суще 
‘ствует при т; > 0, г;(т;) Е Dj, г;(т;} — 0 при т; —+ 00. 
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—— 


Условие 26.6. При j = 2, т: а) собственные числа матриц Aj. лежат 
в левой полуплоскости, 


n= ai ( Soa? 0), 0 0), 


aF; aK; ЭВ...) 
Ну Би), 
92; A(2j41..-%m) ? 9; т | (в/в) 


(26.8) 
A;(a,t, 4) = [= 
6) точка 

jy 
0) ° 0 
¥f3 0) = 25(0) - >. 91 (0) 
принадлежит области влияния D;, нулевого решения присоединенного 


уравнения (26.7). 


Отметим, что из условия 26.6a следует асимптотическая устойчивость 
нулевого решения уравнения (26.7). Поэтому Dj, 52 2 [4]. 


Условие 26.7. Множество 
т 
DD = {= =) 0’), п > 0,0< 6 < i} 
1=2 
принадлежит области D,. 
Обозначим U;(t, 3, и) матрицу Коши уравнения 


. а": 1-1 . ВЫ 
pi = A, ( Yo tu ™)arn,t, 0) т i=Tm, (26.9) 


jal 
тде матрица A;, # = 1, т, определяется по формуле (26.8). 
Условие 26.8. Матрицы U;(t, s, и) удовлетворяют неравенствам 
ИО, 8, в) < Cyexp { — к - в) } (26.10) 
при ОЗЗЗЬ ЗЕД, t€D,0< p< р, 8 =2,т. 


$27. Условия, налагаемые 
на сингулярные уравнения при 7 = 2 


Перечислим условия, изложенные в $26, для т = 2. 
Условие 27.1. F;(0,¢,0) =0, 21(0) =0, $ = 1,2, ЕЕ Dy. 


Условие 27.2. Функции Е(т,Ё, р) имеют непрерывные, ограниченные 
по норме частные производные do (т + 2)-го порядка включительно 
по всем переменным при ЕП, tED, 0S up, t=1,2. 
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Условие 27.3. Функция 1°(и) имеет непрерывные иронводные д0 (n+ 
1)-го порядка включительно при 0 < и < р. 


Условие 27.4. Матрица H,(x, i, 0) ограничена по порме при $ Е D,, 
te D, 


в \-! 
Нить и) = (=) (2, t, и). 


Условие 27.5. y @=0 


Условие 27.6. Собственные числа матрицы 


р (FE) e200 : 


лежат в левой полуплоскости, 6) точка т2(0) принадлежит области 
влияния D>, нулевого решения уравнения 


ато sa 5 
>= 0. = (0. ‘ 
Pes F, (F,0,0), *= (0,12) 


Отметим, что D2, 52 @ (смотрите $ 26). 


Условие 27.7. Множество Do = = {2: z= Oy; (т), m>0,0<0< 1} 
принадлежит окрестности D,. 


Условие 27.8. Матрица Коши U2(t, 3, и) уравнения 
dr. OF, 
a2 = (—* | (0, 4,0 
a= (Fa) Ot 0m 
удовлетворяет неравенствам 
НО5(Ь, 8, w)ll < Cexp { — кз - sp} 
при ОЗ ЗЬЗЕР;, ЕП, О<и<р. 


$28. Формулировки теорем о методе 
пограничных функций 
28.1. Асимптотическое решение 


Сформулируем теоремы о близости решения задачи (22.1) к 94 
стичной сумме X,,(t, и) ряда (23.2), построенного методом пограничных 


функций, 
Kalu) = 2 ora (28.1) 


k=0 j=1 
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Теорема 28.1. (Васильевой [11]). Пусть существуют такие поло- 
жительные постоянные jt, ко, ..., Km, C2, -., Ст, Т, ито при 
D, = {Е 0 < t < Т} выполняются условия 26.1—26.8, Тогда найдутся 
[is > 0, С,, не зависящие от t, и и такие, что решение задачи (22.1) 
существует, единственно и удовлетворяет неравенству 


2 (, м) — Xa(t, Hl < Cu (28.2) 
nud<st<T,0O<pw< py. 


Теорема 28.2. (Бутузова). Пусть существуют такие положительные 


постоянные ji, Ki, Km, Cy, --, Ст, что при Г, = {t: t > 0} 
выполняются условия 26.1—26.8 и справедливо неравенство 
Ii, 8) < Cy exp {-ка(ё — 8)}, O<s<t. (28.3) 


Тогда найдутся и, > 0, С, ‚ не зависящие om t, и и такие, что решение 
задачи (22.1) существует, единственно и удовлетворяет неравенству 


На(Ь, м) — Xn(t, wll < См" 
при > 0, О< и <ц.. 


Теорема 28.3. Пусть существуют такие положительные постоянные 
р, Ka, «+3 Bm, Ch, «1, Ст и постоянные x, > 0, С} > 0, что 
при D, = {t: t > 0} выполняются условия 26.1-26.8 и справедливо 
неравенство 


itt, 3) < CEs)" +O, O<s<t. (28.4) 


Тогда для любых значений T > 0, x, 0 < x < [2(в +1], найдутся 
м, > 0, С., С: 2 0, не зависящие от t, м и такие, что решение 
задачи (22.1) существует, единственно и удовлетворяет неравенству 


12, 4) — Xn(t, ву < и Се + С] 
при << Тих, < и<рц.. 


Теорема 28.4. Пусть существуют такие положительные постоянные 


й, Ky, .... Bm, Cl, «1, Cm, что при D, = {t: t > 0} выполняются 
условия 26.1-26.8 и справедливо неравенство 
Wilt, 3) || < Crexp {ки (&- 8)}, O¢s<t. (28.5) 


10гда для любых значений T > 0, х, 0< x < (n+ 1) +2)к|', 
найдутся р. > 0, C,, не зависящие от t, и и такие, что решение 
задачи (22.1) существует, единственно и удовлетворяет неравенству 


[12(6, №) — Xn(t, wll < Си" exp {(® + кВ} 
при О<+<Т-хши, 0 <р<р,. 
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Здесь Ui(t, 8) — матрица Коши уравнения (26.9) при t= 1 (матрих, 
от р не зависит). 

Из теорем 28.1-28.4 следует, что при выполнении соответствую. 
щих условий функция (28.1) является асимптотическим решением зада 
чи (22.1) на отрезке (теорема 28.1), на полуоси (теорема 28.2), на асимито. 
тически больших интервалах времени (теоремы 28.3, 28.4). Справедлив:, 
равенства 


2(Ь р) = Хр) +о(м"), O<t<T, и—0 — (теорема 28.1); 
a(t, w) = Xp(E, и) +0(u"), t>0, #0 — (теорема 28.2); 
a(t,u)=Xa(t,u)+o(u"™), O<t<Ty*, и—>0 — (теорема 28.3), 
Т, х произвольные числа из множества 
T>0, O<xX< [2m +I", xe =1- 2х (+1); 
a(t, #) = X,(t,w)+o(u™), O<t<T-yinp, p—0 (теорема 28.4), 
T, х- произвольные числа из множества 
T20, 0<х< (к!) ', x= 1-2. 
28.2. Оценка остаточного члена, интервала времени, 
значений малого параметра 


Чтобы сформулировать теорему, позволяющую оценивать численне 
остаточный член асимптотического разложения решения, рассмотрим 
следующую задачу: 


4 
un = Bilt, pu + G,(u, t, в), 
ы at (28.6; 
us г = Bilt, р)и + ЧЕ, 1, и), tho =0, i= 2,m. 


Здесь U = (11... , tm); Ui, @; — №-мерные векторы; B,(t, и) — матриц 
размерности №; x М; N = М +...+М№; 0= Ki <... < Ky; t=1,% 
m > 2. 
Or задачи (22.1) к задаче (28.6) можно перейти, вводя замену пере 
менных 
c=2'(u)+u юм 2=Х,( р) - Хо (0, и) += (и) +4 


и выделяя в правых частях дифференциальных уравнений линейные по ‘ 
члены. 
Введем обозначения 


В; = (Ви... Bim), i= I,m. (28.7 
by jar gtr ... бат Вазы ... Врат 


bj m j41 eee b; mm Bn 3+! ... Втъ 
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1=Ът-1. 
by jt gar +++ бат Ву 

Bite = Вя- (Ву --- Bjm)- Е о. ORE (i<m), 
6 ту вн bj mm Bm 


j=Lm, 1=1,. 


ЕЕ 


Pte = (Bij --- Bim): : |, gslm-i, ТЕЛЬ. 
bj mt 
Вил, w) = У, 8, 4) Вуь(в, и) t<i) — 
= HB Vit 55) [WM ву - Bras — ELEM оз, 
j=im, t=1,m. 
Pyalt,s,p) =p Vj(t, 8,4) [в 1-д+ Руь(, и), j=l,m, l=T,m. 


Bist 51 (63, р) = Bilt, 8, р) — ТВ 8, и) - Pars, p> + 


t 
+f Воть) Baal, в) dr t=l1,m-1, jg=ttim, 1=Ьт. 


3 


t 
Piss jt (t, 3, и) = Pig(ts $, и) st jf Bilt, т, и) у Pir, 8, и) dr, 
: 5 


i=iLm-1l, j=iti,m, l=i,m. 
u(t, и) = as. |lu(s, м)||. 


a(t, и) = г Усе г, р) экг, в) dr. 


Pers i=Lm 


b(t, и) = шах {y SP НР (в, lle Каст + 
O<s<t i=im ЕН 


+ ] > Ивье, ть ву + Pale, wl Lal, w)] ae}, 
0 1—1 


4 = ых _ | У НВибоьт, в). Gi(0,r, war 


O<s<t i=1m о @! 
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Здесь В;; — блоки размерности №; x Nj, 6х — блоки размерности 
№ x М, Е; — единичная матрица размерности М; Xx N;, Уз р) — 
матрица Коши системы 


ar; де 
р Е = Вуж(Ь и)-т, fj =i,m. (28.8) 


Hopmy матрицы A размерности №, x № определим равенством 


А || = max ии. 


i= TN, j=l 

Перечислим условия, при которых будем рассматривать задачу (28.6), 
Условие 28.1. При 0 << .(и), O< и < в, $ = Lm функции 
ВБЬ, в) непрерывно дифференцируемы по t и непрерывны по р. 
Условие 28.2. При ||| < 6, || < 6,0 <t<t(u),0< p< 
$ = 1m функции Gi(u,t, и) непрерывны по и, $ и удовлетворяют 
неравенствам 

lIGs(u, в, м)- бе, t, и) < (Lust, w)+Loilt, в). и) Мм, (28.9) 


где функции 1y;(t, р) > 0, ‘eins п) > 0 непрерывны по $ npud << 
1, (м), О<р р, $ =m 


Условие 28.3. При О <t<t.(u),0<p<p,j=l,m-1 
Вана... Врат 
det : i: ; (é, #) #0. (28.10) 
В» 1+ os Bam 


Теорема 28.5. Пусть существуют такие постоянные 6 > 0, ji > 0 
и функция t,(4) > 0, что для (28.6) выполняются условия 28.1—28.3. 
Тогда для всех значений $, и из множества 


Ри) =1- (ty) >0, g(t, ЕРЬЬ) - 4a(t, и и) >0, (28.11) 


оби) < бы), о<е<ь0), очи 


решение задаии (28.6) существует, единственно и удовлетворяет Hepa 


венству ы 
2e(t, и) 
(и) + /a(t, р). 


Если #, (р) = 00, то неравенство «< #, (и)» нужно заменить на «< CO” 


lle(t, №) < (28.12) 
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28.3. Второй метод Ляпунова 


Оценку решения задачи Тихонова можно получить, используя второй 
метод Ляпунова. Введем обозначения: J — целое число, 1<J<N; 
% — вектор, состоящий из J компонент вектора Zz; D — множество в 
пространстве Е"? 5 (2,5, и); О, = {(2,t, и): [lel] < 6,¢ > 0,0< p< fh. 

Определение 28.1. Производной по времени функции A(x, t, и) в силу 

системы (22.1) называется функция 

dA Sv AA(z,t, и) _x, , OA(z, t, и) 
Bea Sy Zeke Blan (oe of i Se 
dt >, Ba EE 


В основе второго метода Ляпунова лежит следующее обстоятельство. 
Пусть при (x,t, и) Е D производная по времени функции A(z, t, р) 
в силу системы (22.1) неположительна. Тогда для решения x = a(t, п) 
задачи (22.1) справедливо неравенство 


A(a(Z, и), Т, и) < A(2°(u),0, и) (28.13) 


при всех Т, р, удовлетворяющих условиям: при 0 < # < Т решение x(t, р) 
существует и (z(é, 4), +, в) Е р. Неравенство (28.13) позволяет иногда 
получить оценку вектора г или отдельных его компонент. Например, 
справедлива 
Теорема 28.6. Пусть для некоторых постоянных 6 > 0, й>0,р>0 
выполнены условия. а 
1. При (x,t, р) Е D, функции F(z, t, и), i = 1, т, непрерывны по t 
ц имеют непрерывные по т, t частные производные по компонентам 
вектора т. : 
2. Существует такая функция A(x, t, и), что: а) при (2, t, и) Е О, 
производная A(x, t, и) в силу системы (22.1) существует и неположи- 
тельна; 6) A(x, t, и} > р при (x,t, м) € D,, ||| = 6. 
Тогда, если множество 


O<pw<f, |<, A(z(u),0,n) <p (28.14) 


не пусто, то для любого и из этого множества решение задачи (22.1) 

существует, единственно и удовлетворяет неравенству ||x(t, и)|| < 6 

при О ЗЁЗЬ, t < oo. Ели J = М, то t, = 00; если J < М, то 

(и) > 0. 

Теорема 28.6 аналогична теореме Ляпунова при J = М [33] и теоре- 
ме Румянцева при J < М [41]. Доказательство теоремы 28.6 аналогично 
доказательству теоремы 2.11, данному в $7. Функция A(z, t, и), удовле- 
творяющая условиям 2a, 26, является функцией Ляпунова. 

Из доказательства теоремы 28.6 следует: для всех м из множе- 
Ства (28.14) ut, О<Ё<Ь(й), справедливо неравенство 


A(a(t, и), и) < А(2°(),0, и). (28.15) 
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Неравенство dA/dt < 0 и неравенства (28.14), (28.15) позволяют иногда 
получить оценку решения задачи Тихонова и оценку значений # и y 
(смотрите пример 31.11). 

Второй метод Ляпунова применялся при исследовании задачи Тихо. 
нова во многих работах [13, 14, 16, 22, 34, 40, 44, 47]. 


28.4. Замечания 
Звмечание 28.1. Теорема Бутузова 28.2 дана в [7] с ошибочным условием 
на матрицу A; (смотрите ссылку в [6]). Теорема в [7| верна, если выполняется 
условие 28.3 на матрицу U;. 
Замечание 28.2. Определение 22.1 сингулярно возмущенной задачи Коши данс 
для отрезка 0 <{<Т. Из теорем 28.2-28.4 следует, что при определенвых усло- 
виях решение сингулярно возмущенной задачи распространяется на бесконечный 
и на асимптотически большой интервал времени. 
Замечание 28.3. При т = 2 условия 26.1-26.8 эквивалентны условиям 
27.1-27.8 соответственно. 


$29. Доказательство теоремы 28.5 


Из условий 28.1, 28.2 и из теоремы существования и единственности 
решения задачи Коши для системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений [4] следует: для любого значения п, 0 < д < fi, сушествует 
такое значение # = (р), 0 < Н(и) < &(р), что решение задачи (28.6) 
существует, единственно, непрерывно дифференцируемо по # и удовле- 
творяет неравенству ||ц|| < 5 при 0 < t < #(и). Рассмотрим множество 


O<t<t(u), о<р<й. (29.1) 


Для 7 = 1,m—1 из последних (т — 7) дифференциальных уравне- 
ний (28.6) выразим %;+1, ..., Um! 


jt Бара e+ бт Кум физ] 
Um by mitt +) OF mm дк" дит /dt 
Ва ... Ву; ty а 
|: о: |6: : [@ta}. 0 
Вт: ... Bm j Uj Ст 


Это возможно по условию 28.3. Подставим (29.2) в 1-е уравнение (28.6). 
Получим 


а 3х He du 
ae. = Bz. (t Ч _ „ВЯ 
т >; + (Ь и)щ + oe Pys(t, и) т + 


+ G,(u, t, »| G<m) + G;(u,t,p), jg =1,m. (293; 
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Функция B;;,(t, и) непрерывна по t при 0 << (р), (< р <. 
Поэтому при 0 <<< (р), 0 < р < й матрица Коши системы (28.8) 
сушествует, единственна, дифференцируема по $, s и удовлетворяет 
равенству [4] 


OV; (t, 8, 
ws Stew) = -V;(t, 8, р) - Byje(s, и). (29.4) 


Рассмотрим (29.3) как линейное уравнение относительно u;. Ha множе- 
стве (29.1) при нулевом начальном условии оно эквивалентно интеграль- 
вому уравнению 


1 


j-l 
= / УЬ s, p> Взь(в, и) - ш(з, и)4>1) + 


0 j=l 
т 
8u(s, 
+ > Рь(5, и) [бмв + @(и(, и), з, »)| Gem) + 
l=j+l 


+ G;(u(s, р), 8, в} ds, = 1 т. (29.5) 


Проинтегрируем слагаемые с множителем д (5, и)/93 по частям: 
Эш(в, и) 
к; 13, № 
д / Vilt, 8, w)- Pals, wei EO ав = 
0 


m $ 
=, 5, р) - Prols, и) (в, и) 


и | jes AVC ви). Pals в) 


‚ #) ds = 
0s ur(s, 1) 


0 
t 
= р Pa (t, и) ши) - / РУДЫ, и) x 
0 


ЭР» (в, и) 
Os 


Здесь было использовано равенство (29.4) и нулевое начальное усло- 
вие (28.6). После преобразования (29.6) система (29.5) принимает вид 


x [вн в) ¥ Ряь(з, в) + ] uj(s, B) ds. (29.6) 


т 
и) =- So р Pin (t, и) u(t, и) б<т + 
= 
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t m 
+ / do [Bunt, 8, и) (8, и) + Pizlt, 8, и) Gi(u(s, и), в, и) ds, (292) 
9 i 


j=im. 


Назовем 5;-системой систему следующих уравнений: 


т 
ии) =- У) ии Py(t, в) ше и) Gem + 
Рае 
t m 

+ |. У [Bintt, 8, и) + (8, и) + Pinlt, з, р) - Gi(u(s, и), > ds, (294) 

= 
j=i,m. 

Тогда (29.7) — S,-cucrema. Переход от 5;-системы к 5;,1-системе onpe- 

делим следующим образом ($ < т): подставим выражение для (+, р) 

из $-го уравнения (29.8) в остальные уравнения (29.8). Получим 


т 
u(t, р) = — Ss pK Dat, р) «wilt, 1) Gem) + 
t=j+1 
t 
+f{ > Bilt, s, и) * (3, и) — 
0 l=i,m, БЕ 


m 
ma я $, в У, РС и) ы чи (5, и) = 


ЧЕН 


5 / > [Bats г, и) ° u(r, и) + Pia(s, г, в) Е: бит, в), т, »| “| 
9 1= 


+ рябь) бишь, ыы, у=ГЕТт. — (98 


1=1 
Воспользуемся равенством 
t 


tos t 
и ff eoabente 


от 
и приведем уравнения (29.9) к виду 


т 
щи) =- D> w® Py (t, р)  щ(Ь wim + 
=) 
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т 


t 
+ / SS [Bissalt, 8, и) - ш(, и) + Р.ля(Ь, s, в) - бищ, р), в, и] ds, 
0 1=1 


j=ttim. 


Получили 5;+\-систему. 
Рассмотрим $-е уравнения 5;-систем: 


т 
uit, B= — Do WEE P(t, р) - wilt, и) + 
ЧЕН 


+ ] У [Bialt, 8, и) ш(в, и) + Pia(t, 8, и) -бищ, р), 3, и)] ds, (29.10) 


$= 1,0%. 


Из них следуют неравенства 


ыы Уи у, (и) ни) <) 


f=i+1 
t т 
+ Г У [lBialt,s,4)Il-Her(s, 2) -- Ре, в, и) -С1(0,, и) + 
0 
+ Риз, в) |6 (и (в .)-61(0,8, и) ds< 


т 
Ури ии) ecm) + 
i=t41 


t т 
+ [У {ва мдоб, + ПРы без. бонд 
о =! 
Рыб, 1. [Равда -+ (8.9? (5. }as< 


т 
<P ии) 
тет 


t m 
+ [Xo {1Bials, ult u) Halt 9,4)-Gi(0,5,0)-+ 
о =! 


+||Pia(t,s,)||[Lu(s,2)v(t,u)+La(s,n)v°(t,4)| }as, (29.11) 


i=I,m. 
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м 
Здесь использованы неравенства (28.9), неравенство |lu(t, р)|| < v(t, и) 
вытекающее из определения v(t, ) в (28.7), и тот факт, что v(t, pz) _” 
неубывающая функция t. Из (29.11) получим : 

u(t, и) < a(t, и (р) + O(¢, и р) + elt, р). 29.12) 
Неравенство (29.12) справедливо на множестве (29.1). Перенишем его 
в виде 


av’ — (1-5)9+с>0. (29.12; 
Левая часть обращается в ноль при v = 1, V = 2, где 
_ 1-bF VY (1-5)? - 4ас 2e 
2 = = : 
2а 1-b+/(1— 6)? - 4ac 


Рассмотрим множество (28.11) значений &, р. OHO не пусто, так как a, 5. 
с непрерывны по & при О<Ё<Ь,(в), О<р<й; a(0, 4) =с(0, и) =9; 


50, и) = шах У де 0, р) 
ат 

5(0, м) непрерывна по д при 0 < р <; 80,0) = 0. Ha (28.11) множе- 
ство неотрицательных значений v, удовлетворяющих (29.13), распадается 
на две непересекающиеся компоненты 0 < v < Vy HV B 10. Так как 
%(0, р) = 0 и v(t,u) непрерывна по &, To для всех t, р из множе 
ства (28.11) при условии 0 < ¢ < #(р) справедливы неравенства 

2e(t, и) 
P(t, и) + УЧ и) 

Предположим, что (28.11) содержит такую точку (£2, р), что ty, = 
#1 (№) < t2. Torna: 1) (28.11) содержит все точки (3, р), где O< 5 < th}. 
так как а, 6, с неубывающие функции #; 2) |lu(ti., ри) = 6, так как 
иначе решение задачи (28.6) можно было бы продолжить [4]. Отсюль 
и из (28.11), (29.14) получим 


llw(t, м)|| < v(t, и) < ni(t, и) = (29.14) 


2e(tis, в) 
бен »)|| РР <6. 
| ( Is в) < (ties р) г Иер) 
Пришли к противоречию, из которого следует, что решение задачи (28.5} 
существует для всех значений $, р из множества (28.11). Решение един- 
ственно и удовлетворяет неравенству (29.14). Теорема доказана. 


$30. Теоремы о предельном переходе 


Сформулируем теоремы о пределе решения задачи Тихонова пр” 
стремлении малого параметра к нулю. 

Теорема 30.1. (Тихонова [43]). Пусть существуют такие положи” 

тельные постоянные fi, кз, ..., Km, C2, -.., Cm, Т, что при т = °- 

р; = {Е 0 << t < T} выполняются условия 26.1—26.8. Тогда: 
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1) найдется р, > 0, не зависящая от +, и и такая, что решение 
задачи (22.1) существует и единственно при 9 << Т, 0 < 


изи.; 
2) 
lim 2(Ь и) =2(0, O<t<T, 
в-—0+0 
i if =f; < = 4 
Py a,(t,u)=2,(t), O<t<T, j=2,m; 


3) a(t, р) — F(t) равномерно на множестве 0 < t < T; daa 
1=2, т и любого t}, 0 < t, < T, 2;(t, ») — £;(t) равномерно 
на множестве t, SE <T. 


Теорема 30.2. //усть существуют такие положительные постоянные 
B, К, -.., Кть Ci, -., Ст» что при n = 0, Г, = {t: t > 0} выполняются 
‘условия 26.1—26.8 и справедливо неравенство 

Ui, $)|| < Стехр {к (# — 3)}, O<s<t. 


Тогда: 


1) найдется и» > 0, не зависящая от t, и и такая, что решение 
задачи (22.1) существует и единственно при # >0,0< и <и,; 
2) 


lim (р) ==>, #20, 
р>0+0 


Jim alt, и) ==), #>0, j=2,m; 


3) a(t, в) — 2:0) равномерно на множестве t > 0; для } = 2,m 
и любого ty, В > 0, 2;(t, и) — 20) равномерно на множестве 
t>ty. 


Отметим, что при выполнении условия 26.1 Z(t) = 0 (56) — 


решение вырожденной задачи (22.2), Z(t) = y (0, у® (t) — коэффициент 
васимитогике (23.2)) ; 


Доказательство теорем 30.1, 30.2. Первое утверждение теорем 30.1, 30.2 
следует из теорем 28.1, 28.2, так как условия теорем при n = 0 совпада- 
ют, В $33 доказано, что при выполнении условий 26.1, 26.2, 26.4-26.7 
справедливы соотношения 


НУ) < Cexp{ - ку}, 1720, 1=2,т. 


По формулам (24.2) у (т;) = 0, § = 2, т; по условию 26.5 y\(7) = 0. 
Отсюда и из (28.1) следует: 
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а (ему Не (6, и) — Жо, в) ++ Хон < 
<= (р) Хо) ИИ ==) - Жобьн 
=; (Фи) < песне д об ныихьььд < 
<а( и) - Хи) ее (30.1) 
<1е(6)- Хо и) носы < 
<= (6) Хо, м) 14 Cem{ вину ®-}, 0<р<й,, 


j=2,m. 

Здесь й. = и, при т = 2. При т > 2 р, = min(p,, из, .-., Hm), где р; - 
корень уравнения ко; — кой"? = 0. Из (30.1) и из теорем 28.1, 28.2 
получаем 

Het, М < См, ИеДЬ м) < Cop + Сер { — et =}. (302) 
Для теоремы 30.1 эти неравенства справедливы при 0 <#<Т,0 < 7 <А. 
Для теоремы 30.2 неравенства справедливы при t > 0, 0 < д < py. Tar 
как постоянные C,, С, коз не зависят or &, и, “exp { — Kote Е} < 
exp { — кони} при Ё > &, так как E(t) = y(t) = 0, то из (30.2) 
следуют утверждения 2, 3. О 

Из определения 22,3 задачи Тихонова и из теорем 30.1, 30.2 получаем 

Следствие 30.1. Пусть существуют такие положительные посто- 

янные |, Ко, -.., Km; C2, -., Cm, Т, ито при п = 0, Г; = {ti 

0 <{< T} выполняются условия 26.1-26.8. Тогда найдется такое 

is > 0, что (22.1) является задачей Тихонова на множестве 0 < + <Т, 

О<р< 4. 

Следствие 30.2. Пусть существуют такие положительные посто- 

янные jh, Кл, 5 Km, Са»; Cm, что при п = 0, D, = {t:t > 9 

выполняются условия 26.1—26. 8 и справедливо неравенство 

lilt, sl] < Суехр { — к - 3)}, O<s<t. 

Тогда найдется такое ji, > 0, что (22.1) является задачей Тихонов 

на множестве t > 0,0 < и<р,. 

Следствие 30.3. Пусть существуют такие положительные постоя#” 


ные fl, Kz, ..., Km, Ci, ..., Ст и постоянные кл > 0, С] > 0, что при 
n=0, р, = {> 0} выполняются условия 26.1-26.8 и справедлив 
неравенство 


Wie, I< Ст С, O<s<t 
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Тогда для любых значений T > 0, x, 0 <х < [2(к, + |", найдется 
такое ji, > 0, что (22.1) является задачей Тихонова на множестве 
0О<Е< Ти Хх, О<ихр.. 


Доказательство. Существование решения задачи (22.1) следует из теоремы 
28.3. Из (30.1) и из теоремы 28.3 получим неравенства 


ilar, (t, В) < H(t, р) ~ Хо, и) < (С + С,) < 
< сети иж + Си < С°, 
6, ву < let, 2) — Xo(t, в + C exp { - кеш} < 
<C°Vp + Cexp { - Kootp }, 
O<t<Tp*, O<n<h, 1 =2,т. 


Отсюда следует, что x(t, и) — F(t) =O приё > 0, p> 0+0. п 
Следствие 30.4. . Пусть существуют такие положительные посто- 
янные р, К, ..., Km, Су, -., Cm, что при п = 0, D; = {Е t > 0} 


выполняются условия 26.1—26.8 и справедливо неравенство 
Wilt, 3) || < Crexp {ки (&- 3)}, O<s<t. 


Тогда для любых значений Т > 0, x, 0 <Хх < (2к!)-', найдется 
такое ji, > 0, ито (22.1) является задачей Тихонова на множестве 
О<Е<Т-хшр, О<р<р,. 


Доказательство. Существование решения задачи (22.1) следует из теоремы 
28.4. Из (30.1) и из теоремы 28.4 получим неравенства 


1 (6 №) < = р) — Xolt, р) < Comex {wit} < 

< С, exp {вт} ul < СУЩ, 

< |= (6, р) — Xolt, и) + C exp { — кои} < 

< CV t C exp { - кои}, 
O<t<T-xInp, O<pdsf, 1=2,т. 


[22167] 


Отсюда следует, что z(t, и) > Z(t) = 0 при{ > 0, р -—+0+0. о 


Замечание 30.1. При т = 2 условия 26.1-26.8 эквивалентны условиям 
.1-27.8. 


Замечание 30.2. В теореме Традштейна [13] сформулированы условия, при 
которых задача (22.1) для т = 2, К, = | имеет решение на полуоси t > 
| Экспоненциальная оценка, которая при этом приводится, ошибочна. Это 
показывает следующий пример: 


dz dz. 3 
a = +H, i =a. +h, To =0, 22-0 = 23. (30.3) 
, 
шение имеет вид 
Ен (1-е ‘), ж=и+ (23 — ре“, (30.4) 
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Задача (30.3) удовлетворяет условиям теоремы Гращитейна [13], однако норм: 
решения (30.4) не убывает экспоненциально со временем. При выполнении 
условий теоремы 30.2 для решения задачи (22.1) справедлива оценка (30.2) 
на полуоси t > 0. 

Замечание 30.3. В [16] исследуется устойчивость нулевого решения сингулярио 
возмущенных уравнений с разными малыми параметрами. 

В теореме Климушева — Красовского [22] сформулированы условия, при 
которых решение задачи (22.1) для т = 2, Ky = 1 существует на полуоси { > 4 
и равномерно асимптотически устойчиво относительно начальных возмущение 
{малых — для 2, любых — для 2)). Указывается, что выбором значений д норм; 
|x — 2(9)| можно сделать сколь угодно малой на всей полуоси за исключение, 
пограничного слоя. 

В теореме Маркечко [34] сформулированы условия, при которых автозомнах 
задача (22.1) для т = 2, К, = 1 имеет стационарное решение, равномерно 
асимптотически устойчивое. Это решение стремится к стационарному решению 
вырожденной задачи при д -+ 0. 

В теореме Разумихина [40] сформулированы условия, при которых асим- 
итотически устойчиво нулевое решение дифференциальных уравнений (22.1) 
линейных и однородных по 2, в случае т =2, К. =1. 

В теореме 24.1 в [42] сформулированы условия, при которых ретенис 
задачи (22.1) для т = 2, К, = 1 существует на всей полуоси, дана оценка 
решения. 

Замечание 30.4. Теоремы о предельном переходе. использовались при доказа- 
тельстве корректности многих моделей в теоретической механике, например: 

® абсолютно твердое тело (голономная связь) как предел системы матери 
альных точек при увеличении до бесконечности коэффициентов жесткости 
упругих связей [37, 45]; 

* отсутствие проскальзывания между телами (неголономная связь) как пре- 
дельная ситуация при увеличении до бесконечности характеристик тех ниях 
иных сил взаимодействия тел [20, 24, 37]; 

® прецессионная модель движения гироскопических систем как предел урав 
нений движения при стремлении к нулю отношения нутационной и прецсс 
сионной постоянных времени системы [23, 37]. 


Прецессионная модель движения гироскопа в кардановом подвесе рассмотрена 
в замечании 49.2. Теоремы о предельном переходе используются при построеви" 
приближенных моделей движения самолета, автомобиля [5, 37]. 


$31. Примеры применения метода 
пограничных функций 


Пример 31.1. | 
ole =n (31.1 
и = Ино = 21, 
dz, ° 
и Ч —22, Flo = 22. 
Задача имеет решение 


о 1 2 
a, =2ie', 2,= 256 /" (31.2) 
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при # > 0, из 0. Вырожденная для (31.1) задача имеет вид 
dz, 
“at 
Решение вырожденной задачи 


=, 21(0)=21, 2 =90. 


а =1е', F=0. (31.3) 
Из’ (31.2), (31.3) следует, что (31.1) — задача Тихонова на множестве Dy, = 


{6 №): i2>0,u> 0}. Если вместо 2! ввести переменную Az, = 21 — 2°е', то 
задача будет удовлетворять условиям теорем 28.1, 28.4, 30.1. 


Пример 31.2. 
dz, ° 
ети =21, 2110 = 21, 
dz, (31.4) 
woh 21-0 = 22. 


Решение этих уравнений равно 
о 
a =ee', в= i +2, #20, p#0. 


Вырожденная задача 
dz, О 
=, 21(0)=2, 1=0 
dt 21 1(0) 1 


не имеет решения. Поэтому (31.4) не является задачей Тихонова ни на каком 
множестве Diy. 


Пример 31.3. 
ors х 21| = 
и 1и=0 = 21, 
a (31.5) 
dz, =х 22 |-0 = т 
и a 2, 21t=0 2. 


Решение этой задази равно 
тр = те, 2) = зе", #20, n#O. 
Вырожденная задача 
dz, ae 
—=f,, £,(0)=2;, 2=0 
OE 
"Meer решение 
= с es 
T=2e, 2=0. 
Для любого t, > 0 при 23 20 


sign(z}) « a 22(t,, и) = 00 FO =X. 


потому задача (31.5) не является задачей Тихонова ни на каком множестве D,, 
Me, #0, 
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Пример 31.4. 


а. 
= =0, 2150 = 0, 
dz, ° (31.6) 
т = — $1 22, 220 = Td. 
Вырожденная задача имеет вид 
dz, = 
= =0, 2(0)=0, sind, =0. (31.7) 


Ee решение равно 
21=0, =I, 1=0,1,... 


Решение задачи (31.6) описывается формулами 
21 =0, n= 2arctg [te ve), #20, p>o. 


При # > 0, и—>0 z(t, рр) — 0. Задача (31.7) имеет нулевое решение при { = 0. 
Поэтому (31.6) — задача Тихонова на множестве # > 0, и > 0. Если |25| < 1/2. 
то задача (31.6) удовлетворяет условиям теорем 28.1, 28.3, 28.4, 30.1. 


Пример 31.5. 


dz 
Bott te 2 |tn9 = 0, 
dz \ 
i =-22+2, туш, (31.8) 
dz. 
2423 __ at 
ee mt T3129 = 1. 


Для задачи {31.8) справедливы равенства (обозначения смотрите в $ 23-6 26; 
0, y=0, (о) =(0,0,e%), 
5 = (0,40, 0), Fus(y) =0, 
Do) = {z: 1 = 0,2) =0,0<х; < 1}, 
А1 (2,6 р) =Ь Ar(z,t,u)=-1, А и)=- 
Ui(t, 3) =e", 5,3, и) = exp { - =}, 


t-s 
tissue <4, 
FF 
A, (z,t, p) = C3 a ‚ Нож, и) =-1. 


Присоединенное уравнение 2-го порядка имеет вид 
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Присоединенное уравнение 1-го порядка имеет вид 


Нетрудно проверить, что задача (31.8) удовлетворяет условиям теорем 28.1, 
28.4, 30.1. Неравенства (28.3), (28.4) для (31.8) не выполняются, поэтому теоремы 
28.2, 28.3, 30.2 не применимы. 

Из теоремы 28.4 следуст, что для любых значений п > 0, Т> 0, x, 
0<x<(n+1)(n+ 2)", найдутся р. > 0, C,, не зависящие от t, д и такие, что 
решение задачи (31.8) существует, единственно и удовлетворяет неравенству 

lle (t, и) — Xa(t, ру < Стен 


при < <Т-хшри, О < р < ц.. Теорема 28.1 слабее теоремы 28.4, поэтому ее 
не рассматриваем. 
Точное решение задачи (31.8) при t > 0, 0 < п < 2 задается формулами 


| pet _ р? ехр { -ш"} p exp { — 2ty-?} 
(+H2+H)  (1+n)2- в) (2-м) (2+ и?) ° 


сое} 39 


Асимптотическое решение задачи (31.8) имеет вид 


0 0 
a(t, p) ~ 0 # == Ни Qty? 
bs (sehen ls (= м i). 
2 2е' — 2 exp {= sons oo 
+“ (= te 7 er — 2p ») eS Mena. 


k=3 j=1 


ZA 


(31.9) 


Остаточные члены асимптотики нулевого, первого и второго порядков равны 
соответственно 


: _ we 1 рехр{-вш7 1} 
a) ~ Koll = ыы (:) +а+н@-в) (=) 


пе} (oH 
и ей a 


рее” 


и ae ая (3); 
4 
+ 30+ )Q— A) 


wexp {21} (7H , 
(5 a ‚+ 2 - eee [ ae), 
worn (4 )- 


м — Halts) = Зрения) 
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wexp{—tu"} (2—2#\  wexp{-2tu} ( _4 
я | и f+ On? - 
4(1+ w)(2~ в) 0 4(2 — и) (2+ р?) 0 : 
Выпишем пограничные функции 


pet |e yn ak 
(ть) ~ — ae + Swe, 


k=3 


0 —275 0 bs 
а е 
уз(ть в) we (°) = Ga) +o Poet 
& 


=3 


Вырожденная для (31.8) задача имеет вид 
—=а +, 21(0)=0, %-#=0, &=0. 
Ее решение единственно: 2 = 0. Отсюда и из (31.9) следует, что (31.8) — задача 


Тихонова на множестве # > 0, 0 < р < 2. Утверждения теоремы Тихонова 30.1 
для задачи (31.8) очевидны. 


Пример 31.6. 
dz, 2) zit 0 
Tagg ar ge 0 = 9, 
= Pe (31.10) 
ри = +e(aitp), вы = 2. 


Для задачи (31.10) справедливы равенства (обозначения смотрите в $ 23-527) 
yf =0, У) = (62е"), 4=-, 


05.5: )=е 9", Н=-Ь Ay =i. 
Присосдиненное уравнение имеет вид 
dr,/dt = —го. 


Нетрудно проверить, что задача (31.10) удовлетворяет условиям теорем 28.1, 30.1 
при к› = C, = 1 и любых п, р, Т. Из этой теоремы следует: для любых значений 
Т > 0,п>0 найдутся C,, р, > 0, не зависящие от &, и и такие, что решевие 
задачи (31.10) существует, единственно и удовлетворяет неравенству (28.2) при 
О<ЗЕЗТ, 0 < р < р.. Задача (31.10) не удовлетворяет условию 26.2 на множестве 
# > 0. Поэтому теоремы 28.2—28.4, 30.2 не применимы. Решение задачи (31.10} 


имеет вид 
вер (е”-1), mae*(ite), rat/p. (31.1) 


Оно существует при t > 0, д > 0. Асимптотическое решение, построенное мето- 
дом пограничных функций, имеет вид 


z(t, )~p(e7~1), 


sad iG 31.12} 
a(t, и) ~ 2e7 +e™ У` ey ( 
k=l 
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— 


Остаточные члены асимптотики равны соответственно 
21 - Хи = в(е" = 1); т1-Хи=0, п21; 


ы Е 
= т 31.13 
&- =" >) №, n>o0. ( ) 
k=n+41 
Здесь Х» = (Хи, Xn2) — п-е приближение решения. Справедливы неравенства 


р 
Е Ae (rp) 
jen Kalra)" a < 
== ° 


Отсюда и из (31.13) следуст, что (31.12) является асимптотическим решением 
задачи (31.10) на отрезке 0 <Ё < Т при р — 0. При этом 
=(6, р) = Х»(6 р) +О(р""), O<t<T, pO. 
За р, > 0 можно принять любое число. 
Вырожденная для (31.10) задача имсет вид 

аа 

& — 1+е’ 
Ee решение равно нулю: 2 = 0. Отсюда и из (31.11) следует, что (31.10) является 
задачей Тихонова на множестве # > 0, д > 0. Утверждения теоремы 30.1 очевидны. 
Пример 31.7. 


2,(0)=0, 2-еж=о. 


dz 
= (+) +и-1), theo =0, 
dt 

(31.14) 
ла Zoleo = 1 
arr} = 22, 20 = Le 


} Для задачи (31.14) справедливы равенства (обозначения смотрите в $23 — 

27) 

y =0, ут) =0,е"), А О=-Ь 4, =-1, 
t-s 


Ui(t,s) =e, Up (t, s, #) = exp { - =}, Н=-Ь Аз =- 
Присоединенное уравнение имеет вид 
— =-. 


dr 


Нетрудно проверить, что задача (31.14) удовлетворяет условиям теорем 28.1-28.4, 
30.1, 30.2. Из теоремы 28.2 следуст, что для любого значения п > 0 найдутся C,, 
й > 0, не зависящие от t, р и такие, что решение задачи (31.14) существует, 
“динственно и удовлетворяет неравенству 


lle(t, #) — Xnlt, wll Син (31.15) 


MDH E> 0, О<р< py. Теоремы 28.1, 28.3, 28.4 слабее теоремы 28.2, поэтому их 
Не рассматриваем. 
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ai 
Решение задачи (31.14) описывается формулами 
_ ве-уа-е”") _ t | 
1 ee eee ee (31.16) 


Оно существует при ё > 0, 0 <р<1ипри 0 < # < ш[и/(в - 1], p> 1. Асим- 
птотическое решение, построенное методом пограничных функций, имеет вид 


в 
Хиль р) = w(e™ — 12 + У пет et) из, 
m2 (31.17) 


Хз.) = == - Е} 


Остаточные члены асимптотики равны соответственно 


_ pvt 
a(t, р) — Хо п) = Mee! и * (3 ). (31.18) 


etl ent ей) 
os _# (1-е) 71 ) 
a(t, и) — Хр) = НЫ" (i ‚ Mei. 

Правые части ограничены по модулю функцией С, pe, Отсюда следует, 
что (31.17) является асимитотическим решением задачи (31.14) на полуоси t > 0 
при p — 0. При этом 

2(6, в) = Х. р) +0(р""), #20, po. 
Из формул (31.18) следует, что для теоремы 28.1 за Т, р, можно принять любые 
числа из множества Т > 0, 0 < р, < (1- г)". Для теоремы 28.2 за м, можно 
принять любое число из интервала 0 < д, < 1. 

Вырожденная для (31.14) задача имеет вид 
47, _ = = 

> =8(%,-1), 210) =0, 2=0. 
Ее решение равно нулю: 2 = 0. Отсюда и из (31.16) следует, что (31.14) является 
задачей Тихонова на множестве t > 0, 0 < р < 1. Отметим, что утверждения 
предельных теорем 30.1, 30.2 для задачи (31.14) очевидны. 


Пример 31.8. 
dx, 2 
= (2+0), tik =0, 
г (31.19) 
В lege 
a. т, 2210 = 1. 


Для задачи (31.19) справедливы равенства (обозначения смотрите в $23 — 
$27) 
и =0, ИЖ) =е", 410,40) =0, Ar=-1, 


t 
U;,¢, s) = 1, Ри H,=-1, A, = -l1L. 


Присоединенное уравнение имеет вид 
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Нетрудно проверить, что задача (31.19) удовлетворяет условиям теорем 28.1, 
28.3, 28.4, 30.1. Неравенство (28.3) для (31.19) не выполняется, поэтому теоремы 
28.2, 30.2 не применимы. 

Из теоремы 28.3 следует: для любых значений п 20, Т>0, x, 0<Х< 1/2, 
найдутся р, > 0, С,, С; > 0, не зависящие от $, р и такие, что решение 
задачи (31.19) существует, единственно и удовлетворяет неравенству 


[2 (6, №) — Xa(t, в < в" (СР + С.) 


при О <Ё< Тр *, 0 < р < py. Теоремы 28.1, 28.4 слабее теоремы 28,3, поэтому 
их не рассматриваем. Решение задачи (31.19) описывается формулами 


2 
=! в ot 
= ие 22 =e { *t. (31.20) 


Оно существует при 0 <t< es в > 0. Асимптотическое решение, построенное 
методом пограничных функций, имеет вид 


oo 
а t 
вер Doe pt, naltsn) ~eo {1} (31.21) 
k=2 м 
Остаточный член асимптотики п-го порядка равен 
pen 1 
a(t, #) — Хы, и) = Е 5) , 
Отсюда следует, что (31.21) — асимптотическое решение задачи (31.19) на мно- 
жестве 0 <Ё < Тир * при р — 0. При этом 
a(t, в) = Хы в) +O" OY), O< tS TH, p40, nBl 
Здесь Т, Х — произвольные числа, удовлетворяющие неравенствам T' > 0, 
0<х< 1. Решение (31.20) существует при 0 <Ё<Ти*, 0 < р < pe, me п. — 
любое число из интервала 0 < р, < TO"), Отметим, что ряд (31.21) не является 
асиматотическим решением на интервале 0 <#< we, так как 


sup |[z(t, 4) - Xn(t, р) = 00. 
O<tey-) 


21. 


Вырожденная для (31.19) задача имеет вид 
a, 2 = и 
—=4, #,(0)=0, 22=0. 
at 1 1{( ) 2 
Ве решение равно нулю: # = 0. Отсюда и из (31.20) следует, что (31.19) является 


задачей Тихонова на множестве 0 <Ё<р!, м > 0. Утверждения теоремы 
Тихонова 30.1 для залачи (31.19) очевидны. 


Пример 31.9. 
а: 
а (в, + (аа +в +1), — tileo =0, 
ts (31.22) 
ae = 2, ь 220 = 1. 


Для задачи (31.22) справедливы равенства (обозначения смотрите в $ 23—§ 27) 
yO =0, у®т)=е", 41(0,1,0)=1, №=-Ь 


166 Часть 2. Задача Тихонова 


t-— 
Uift,s) =e” Walt ею - =}, Н=-Ь Ay =-|. 


Присоединенное уравнение имеет вид 
dr 
— =-г.. 


ат 


Нетрудно проверить, что задача (31.22) удовлетворяет условиям теорем 28.1, 
28.4, 30.1. Неравенства (28.3), (28.4) для (31.22) не выполняются, поэтому теоремы 
28.2, 28.3, 30.2 не применимы. 

Из теоремы 28.4 следует, что для любых значений п 20, T > 0, x, 
O< x < (n+ 1)(n+2)"1, найдутся р, > 0, C,, не зависящие от t, р и такие, что 
решение задачи (31.22) существует, единственно и удовлетворяет неравенству 

Це (6, и) — Xo(t, в) < Cap" 


при <: <Т-хШр, 0< p< p,. Теорема 28.1 слабее теоремы 28.4, поэтому се 
не рассматриваем. Решение задачи (31.22) описывается формулами 


ии +1(е' — 1) i i 
=, mre --›. 31.23 
1 р ре 2 = exp М ( ) 
Оно существует при 0 < t < In [a + ya ‚ # > 0. Асимптотическое решение, 
построенное методом пограничных функций, имеет вид 


(в) (Е — Ip t Ve — бел, 
a (31.24) 


t 
z(t, и) ~ со = x}. 


Осхаточные члены асимитотики равны соответственно 


Ri 
a(t, р) — Xo(l, р) = Le Lowe Ea | 


T+p—pet \0 
p(t — tyre 74 
a(t, w)~ Kats) = (6) ‚ пр! 


Отсюда следует, что (31.24) является асимптотическим решением задачи (31.22) 
на множестве 0<Е<Т-хшр прир 0. При этом 


z(t, и) = Х.(, и) + ORM, O<t<T-xinp, wd. 


Здесь T, x — произвольные числа, удовлетворяющие неравенствам Т > 0, 
09<х<1. 
Решение (31.23) существует при 0 < < Т-хшр, 0 < р < pw, me 
+ = exp {Т/Х}, если Т < Т, = -хшх- (1-х) № (1-Х). Если Т > Т,, тор. — 
произвольное число из интервала (0, 1), где р! -- меньший (из двух) корень 
уравнения 
In(L+p)-(1-x)Inp=T. 
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отметим, что ряд (31.24) ие является асимитотическим решением задачи (31.22) 
на множестве 0 <Ё< 1 [(1 +В и] при р — 0, так как 

sup 1, р) — Xa(t, в) = 00. 

O<tcin (+e) 71] 
Вырожденная для (31.22) задача имеет вид 

= =® +2, 20)=0, 2=0. 
Ее решение равно нулю: т =0. Отсюда и из (31.23) следует, что (31.22) является 
задачей Тихонова на множестве 0<Ё< № [(1+ р), '|, p> 0. Утверждения 
теоремы Тихонова 30.1 для задачи (31.22) очевидны. 


Пример 31.10. 
dz: dz 
gq Tete р-р =-2ь milo = 0, ан (31.25) 


По методу пограничных функций построим асимптотическое решение зада- 
чи (31.25) 
ия Хи =0, 2 = Хо =e. 
Х = (Хи, Xm) — нулевое приближение решения задачи (31.25). Обозначим 
остаточный член через tt), и»: 


wm =a - Хи, wt = Хора, -е". (31.26) 
Из (31.25), (31.26) получим уравнения для функций 41, мл: 
sat =u + (uz Е etsy? 
at (31.27) 
awe deo =0, #=1,2 
= Uo, Ш = 9, =1,2. 
Задача (31.25) является задачей типа (28.6), в которой 
=2, K,=1, B,(t,p) = (-1,2e*), 
oo : us) = (~ 1,26) (31.28) 
В. = (0,-1, Gi(u,t,p)=v+e%", G,=0. 
Рассмотрим неравенства (28.9) для функций (31.28): 
61 (м,ё, м) — був, ву = в — 18] < (Hull + 19] - ee — a, 
|G2(u, 1, 2) — буи, р) = 0. 
Отсюда и из (28.9) следуют формулы 
Ly=Ly=Iy=0, Ly=1. (31.29) 
Определитель (28.10) для задачи (31.27) равен ` 
|Boo(t, И = -1 #0. (31.30) 


Из (31.28)- (31.30) следует, что условия (28.1)-(28.3) для задачи (31.27) выполня- 

оля при любой функции #, (и) > 0 и любых значениях б > 0, й > 0. По теореме 
3.5 решение задачи (31.27) существует, единственно и удовлетворяет неравен- 

“tay (28.12) при всех значениях (t, 2) из множества (28.11). Чтобы оценить 

9 ожество (28.11), вычислим функции (28.7). При этом ограничимся значениями 
$и<2. Получим 


bie = Вр =- В = Ви - ВыывВы = -1, By = Ви =0, 
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Ву» = В» =-1, Ро р) = -ВрЫ» = 2274, 
У) =“, Vis p=", By =0, 


й ЭР. (3, oe 
Bult, в.в) = ви, 5) [Burnt и) - Poles) р ners, 


By =p 'Vi(t, 8, р) Вы, =0, Bin = 0, Ри, 8) = Vit, 8) =e, 
Pinlt, s, р) = Vilt, 8) -Р»(з, и) =2e *", Pray = 0, 
Pin(t,s, п) = 2 Vall, s, р) = te", 


t 


Buy = [Pt dr =0, 


а 
t 


Buy = Bin — pByPi2(8, и) +  вшвь, 8, и) dr = 0, 


t 
Pry = Pin + / Bin Pin(r, 3) dr =0, 
8 


t 


Pra(t, 5, и) = Prat, 8. 4) + [ ВуРиз(, в, п) dr = ре”, 


4 
5 


ра max | e* dr=1—e' <a,=1, 


pee O<s<t 
р 


b= max {otra 
O<e<t, = 


+ [> [зыбь Waters -Zntra) ar) 
бы 


з 


= max (2pe™/* + Us де” Ни — 11а) =2p, 
O<ext 
0 


c= | Swale 1)-G:(0,r,p)[ldr= 


ee i=12 


р 2/(2-в) 
= пах f et "arco = в . 

O<s<t 2 
0 
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—— 


qo как 5, р, #, (и) произвольны, то из полученных для а, b, с соотношений 
следует, что множество (28.11) при 0 < р < 2 содержит подмножество 


р=1-2>0, ФЕР- 4: >0, #20, 0<р<2, (31.31) 
на котором справедливо неравенство 
25 
Iu(t, yy < — 29) (31.32) 


Р(и) + Уч(в) 
Неравенства (31.31) эквивалентны следующим: 
120, О<и<р., 0,213 <p, < 0,214. (31.33) 


Поэтому решенис задачи (31.25) существует, единственно и удовлетворяет нера- 
венству (31.32) на множестве (31.33). Для примера рассмотрим p = 0,1. Тогда 
леравенство (31.32) справедливо при & > 0 и имест вид 


llu(; 0,1) < 6, 0,057 < 6, < 0,058. 
Tipu ¢ > 0, 0 < д< 2 точное решение задач (31.25), (31.27) равно 


2: = pee, z= el, 


и = + (e* -e lH) ay = 0. 


(31.34) 


При t > 0, 0 < p < 2 справедлива точная оценка 


luce, в)! < са (п), 


которая достигается при t = р(2 — р) in (2u7'). Для р = 0,1; t > 0 это неравен- 
ство эквивалентно 
{lus 0,1) <6, 0,042 < 6,, < 0,043. 
Отметим, что для (31.25) вырожденная задача имеет вид 
й dz 
= -Hi+H, H=0, Fko=0. 


Ее решение: & = 0. Отсюда и из (31.34) следует, что (31.25) — задача Тихонова 
на множестве Ё > 0, д > 0. Задача (31.25) удовлетворяет условиям теорем 
28.1-28.4, 30.1, 30.2. 


Пример 31.11. 


г = —23, poe =a + pez}, тон, 1=1,2. (31.35) 
Рассмотрим функцию Ляпунова 
A(z) = 21 + 2}. (31.36) 
Производная по времени этой функции в силу системы (31.35) равна 
2 


a ОО при p>o. 


Tax как A(x) = 22 +23 > ||, то при || =6 (+) > 82. Отоюда следует, что 
Ая любых значений б > 0, д > On p= 5, J = М задача (31.35) и функция (31.36) 
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удовлетворяют условиям теоремы 28.6. По теореме 28.6 решение задачи (31.35 
существует, единственно и удовлетворяет неравенствам |z,| < 6, |2›| < 6 пр, 
#20, и > 0. Множество (28.14) описывастся неравенствами 


О<рхр, cP +a? <8. 
Из (28.15) следуют опенки решения задачи (31.35) при t > 0, p> 0: 


> 

2+3 карат, |< Veh say, jel < УР +27. 
Если вместо 2, ввести переменную Ax, = 2; — 2}, то задача будет удовлетворять 
условиям теорем 28.1, 28.3, 28.4, 30.1. 
Замечание 31.1. В 31.2, 31.3 даны примеры сингулярных задач, не являющихся 
задачами Тихонова. В 31.4 рассматривается задача, которая при вырождении имее: 
счетное множество решений. В 31.5 рассмотрена задача Тихонова третьсго порядх: 
(т = 3). В 31.6 дан пример неавтономной задачи Тихонова. В примерах 31.15 
31.11 применяются теоремы 28.5, 28.6 соответственно. Во всех задачах указази. 
выполняют или нет условия теорем 28.1-28.4, 30.1, 30.2. 


$32. Выводы главы 3 


В главе 3 рассмотрено решение задачи Тихонова методом пограничньл 
функций. Определение задачи Тихонова дано в $22. 

В $23 — $25 описан метод пограничных функций, совпадающу! 
в случае двух дифференциальных уравнений с первой степенью мало 
параметра при производной с методом решения Васильевой — Имана: 
лиева. В $26, § 27 даны условия, налагаемые на рассматриваемую задачу. 
В $28 сформулированы теоремы о том, что построенное решение явля- 
ется асимптотическим на отрезке (теорема Васильевой 28.1), на полуост 
t > 0 (теорема Бутузова 28.2) и на асимптотически больших интервалах 
времени (теоремы 28.3, 28.4). 

В $28, кроме того, сформулированы теоремы 28.5, 28.6, позволяю- 
щие получать численные оценки: остаточного члена асимптотического 
разложения решения, интервала времени существования решения и зн4- 
чений малого параметра. Теорема 28.6 аналогична теоремам Ляпунова, 
Румянцева. : 

Доказательство теорем 28.1-28.5 дано в $29 и в главе 4. Доказатель 
ство теоремы 28.6 аналогично доказательству теоремы 2.11 в $7. 

В $30 доказаны теоремы о предельном переходе: при стремлени! 
малого параметра к нулю решение исходной задачи стремится к решени® 
вырожденной задачи на интервале 0 < # < Т (теорема Тихонова 30.1) 
и на полуоси # > 0 (теорема 30.2). 

Возможности метода пограничных функций демонстрируются He 
простых примерах в $ 31. 


Глава 4 


Доказательство теорем 28.1-28.4 


$33. Функции y;,” 


Лемма 33.1. При выполнении условий 26.1, 26.2, 26.4—26.7: 1) функции 
У (т;) существуют, единственны и имеют непрерывные производные 


до (п + 2)-го порядка включительно на полуоси т; > 0, 1 = 2, т; 
2) найдутся Сол, ко; > 0, не зависящие от $, и и такие, что 


dy (т; 
Е < Соле", 1,20, 1=2,т, 1=0,п+2. (33.1) 
о 


Отметим, что в условия 26.5—26.7 входят функции y (т;), Pojily). 
Лоэтому формулировать условия 26.5—26.7 нужно после доказательства 
существования функций у” (т;), Posily'}). В этой книге доказательство 
вынесено в $ 33 для удобства чтения. 


33.1. Доказательство первого утверждения 
Доказательство проводится по индукции. Предположим, что при не- 
котором значении 7, 2 < j < т, первое утверждение леммы справедливо 
1-1 
для функций y(n), ob o (15-1). Тогда точка >) y(0) определена од- 
i=l 
нозначно и по условию 26.7 принадлежит D,. Из формул (24.2) следует, 


ss ©) ©) © 
Ys” = (0,...,0,915,.-- Ут). (33.2) 


Пусть т > Зи j < т. Тогла из условий 26.2, 26.4 следует, что 
уравнения (26.5) удовлетворяют условиям теоремы о неявных функци- 
ях [3]. По этой теореме найдется такая окрестность нуля D;, что при 
a? € D; функции (26.4) существуют, единственны, имеют непрерывные 
производные до (п + 2)-го порядка включительно, Я” € Dz, Фо: (0) =0, 
1=7+ 1, т. (Отметим, что’ формулировка условия 26.56 вызвана тем, что 
решение уравнений (26.5) в обшем случае не единственно, и из всех ре- 
шений выбирается то, которое проходит через ноль (26.6). В окрестности 
точки (26.6) решение уравнений (26.5) единственно.) 
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Пусть теперь т > 2. Тогда y (74) является решением задачи Ko. 
ши (26.2). Из условия 26.2 и из гладкости функций (26.4) следует, что 
правая часть дифференциального уравнения (26.2) имеет непрерывные 
производные до (т + 2)-го порядка включительно при y) € D;. Так как 
Poji(0) = 0, то из (26.3) следует, что 

d® ;(x;) 

$,(0)=0, —2*+ =A. (33.3) 
i de; | je ) 
Из условия 26.6a и из теоремы об устойчивости решения по первому при- 
ближению [4] следует: нулевое решение уравнения (26.7) асимптотически 
устойчиво, и значит его область влияния D;, 7 Я. По условию 26.66 
начальная точка (26.2) принадлежит D;,, Поэтому при т; > 0 решение 
9 (т) задачи (26.2) существует, единственно, а ай про- 
изводные до (п-+2)-го порядка включительно, yf (rs) € Dj, У (ту) +0 

при т; — 00. 

Если т > 3, то по формуле (24.13) УФ (73) = = фоя(т;) = боя (и (r)), 
t=j ы 1, т. Отсюда и из формулы (33.2) следует, что при т; 2 0 функ- 
ция у; (т; существует, единственна и имеет непрерывные производные 
до (п + 2)-го порядка включительно. 

Таким образом, при сделанном предположении получили, что первое 
утверждение леммы справедливо для функций у (т), =. 2 99). Так 
как по условию 26.5 y(n) = 0, то по индукции первое утверждение 
леммы справедливо для всех 7 = 2, т. 


33.2. Доказательство второго утверждения 

Пусть {r=0l, 2<j < m. Запишем дифференциальное уравне- 
ние (26.2) в виде 

(0) 
dy;; (0) (0) (0) 
is 7 iui; + [Фу )- Asus |. 
Для любого значения т > 0 отсюда следует равенство 
(т) = exp { Ан(оу — 7) }y (т) + 
т 
+ f ex {Ану — о} [5 (0)) - дну оао. (839 


¥ 
По условию 26.6a собственные числа Aj, матрицы Aj, отрицательнй- 
Выберем числа Koj, к’ из множества 0 < ко; < к’ < — тах Ар». Тогда 


найдется постоянная С’ > 1, не зависящая от # и такая, что 
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Ц exp (Aj,t)l] < С" exp (—^'1) (33.5) 
npu t > 0 [4]. Из (33.3) следует, что справедливо равенство 
т 
©;(x;) - Авт; = / Е a, BB ] 49=;. 
J 42 |,-02; 42 |,-0 


Функция 4$;(5;)/4х; непрерывна в окрестности х; = 0. Поэтому по- 
дынтегральное выражение близко к нулю в окрестности точки т; = 0 
и найдется такое значение 6; > 0, что при ||; < 6; 


1$;(=;) — Арзл| < (^'- ко (С) Че. (33.6) 
В п. 33.1 доказано, что при т; —* со y) (7) — 0. Выберем число 


т? 0 так, чтобы (зу <6; прит; 2т. Тогда из (33.4) (33.6) для 
т; 2 т следуют неравенства 
yrs) < C exp { — «(лу — 7) Hy Cr) + 
% 
+ [эру - о) - дыбом, 


0) 


и (т;) = 9 (ту) exp {к'ту}, 


ш(т;) < С'ехр {eT Hy + fo — Koj)w(a)do. 


По лемме Гронуолла— Беллмана 13.1 
о 
ву) < СТ (r)ll exp {a'r + (к = ко) (и; -т)}, ту>т. 
Отсюда при т; > т получаем неравенство (т) < СУ (г MI 
exp { — кот; —т)}. 
Так как u(r) — непрерывная функция, TO найдется такая по- 


стоянная С", что (т) < C” exp {-~Ko;7;} при 0 < т; < т. Таким 
9бразом, 


Пт < Cexp {—Koj7j}, т;20, vie 
С = max [СЗ (т) exp {коу"}, С"]. 


При т > 3,i=7 +1, т из (26.4) и изусловия 26.5 следуют равенства 
1 
(0) ~ ~ 
y? = бл (и) — Poji(0) = / 
о 


dG o;i(2;) 


doy. 
ат; Vij 


== Oy, 
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Из гладкости функции фол, из условия 26.7 и из (33.7) следуют неравен_ 
ства 


НЫ (ТН < СНУ (У) < C exp {—козту}, 
НЫ (У) < Cojo exp {коуту}, 120. 
Таким образом, неравенство (33.1) при | = 0 доказано. 
Пусть теперь [¢=1] 2<1< т. Из (26.2), (33.3) следуют равенства 


1 
ву) ©) d@;(25) (0) 
Fi = ани?) - в) = [| SEY 9. 
ат; ТА 2 4 3 ау a 
Отсюда, из условий 26.2, 26.7 получим оценку {|dy!) /4ту| < СУ (ту)! < 
С exp {ют}. 
Продифференцируем уравнения (26.5) по 7;: 
т (0) 
OF; (x, 0, 0 dy; ИРАН 
О Vit oo, = 
par LWP Ory? dr; 


Отсюда, из условий 26.2, 26.4, 26.7 следуют оценки: Иа far, < 
су лат < Сехр{-котр, $ = 7 +1,m. Таким образом, получаем 
неравенство (33.1) при {= 1: 
dy; 
47; 
Далыше воспользуемся математической индукцией. Предположим, 
что для некоторого значения 1, |1<1<п+2} при 2 <j < т не 
равенства (33.1) выполняются для производных порядка 0, ..., 1 - I. 
Продифференцируем уравнение (26.2) (1 — 1) раз по т;, уравнения (26.5) 


1 раз по т;. Получим линейные алгебраические уравнения для производ- 
ных 1-го порядка 


< Сол exp{—Koj7j}, 7; 2 0. 


(0) 
в, ыы В. ая 
dr} LF MO dry? у 
=! 


Здесь многоточием обозначены линейные комбинации производных 

dty ат (s =j,m, k= 1,1 -1) с ограниченными по норме коэф- 
фициентами. Отсюда, из условий 26.2, 26.4, 26.7 следуют оценки 

ay ay 

fis is 

| ат |< 

7 ks 3 


< Сехр{-кут}, t= 7,m, 
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(0) 
49; 
dr} 


Таким образом, при сделанном предположении получили, что неравенства 
(33.1) справедливы для производных порядка {. Так как для производных 
нулевого и первого порядков неравенства (33.1) доказаны, то по индукции 


неравенства (33.1) справедливы для всех {, 1 = 0, № +2. oO 


< Coy exp {-Koj7j}, 7; 20. 


$34. Функции ны 


Лемма 34.1. При выполнении условий 26.1-26.7: 1) функции (т) 
существуют, единственны и имеют непрерывные производные до (®+ + 
1 — k)-2o порядка включительно на полуоси т; > 0, k = 0,2, 7 =2,m; 
2) найдутся постоянные Сел, Key > 0, не зависящие от т; и такие, 


что в 
| (7) 
yt 
ат; 
k=0,n, j=2,m, 1=0,n+1-k. 
При К = 0 доказательство дано в $33. Для k > | используется 
математическая индукция. 
Предположение 34.1. При некотором значении К, 1 
34.1 справедлива для функций уу, -. a ys Yn), j 
Предположение 34.2. Для некоторого значения j, 2 < 
ma () (x) 
уют значения у; (0), ..., (0). 


“ies 
Oye", т;20, 


(34.1) 


Утверждение 34.1. Если предположение 34.1 верно, то при i = 
17-7 =2,т, т; 2 0 функции УФ) существуют, единственны, 
имеют непрерывные производные до (n-+-2—k)-eo порядка включительно, 


dys) 


т | <", 1=бяР-Е 


Доказательство. Функции у® (т;) определяются однозначно по формулам 
(24.1), (24.3). Запищем (24.3) следующим образом: 


1 
к f OF (a, ти, и ке &) 
Ли(т;) = [a Ki fi ee vw) es 49 > Я 
д С (34.2) 


Ел! 
=» | (пи ю) +в 6] uf 
9=0 


f=1 
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Из формул видно, что функция Дьл(т;) является линейной комбинациен 
g(x), q = 0,k—1. Коэффициенты комбинации представляют собой 
интегралы по @ от суммы произведений констант на функции 
бРЕ(т,Ь, и) 
02: OP? диз 


(pa) г 
P(r), тр, 
of (0) ву (ту)л= =0,и=0’ # ( i) os 


nen se dees, ps<k-1, rg k—1. Среди констант — 


значения dy (0)/dr?!, ps < к-а<т-а, 9 =0,k-1, I= 


1,j7-—1. Выберем число кк; из интервала (0, ane Kgj). Из (34.2), 
O<q<k-1 

из условий 26.2, 26.7 следует, что при т; > 0 а Лля@) существует. 

единственна, имеет непрерывные производные до (п + 2 — k)~ro порядка 

включительно, 


< > Cr lly (ту) < > Ст; exp {-кату} < CoH”. 
qr 
Отсюда и из (24. п получаем, что при т; > 0 функции (т) существуют, 
единственны, имеют непрерывные производные до (n+ 2 —k)-ro порядка 


включительно, 


НЫ (ау) < у Илья(в) 0 < ф C exp {-кыо} do < C exp {-кыт}. 


ту т 
Оценим производные 
dy - а. (т. ° 
—t. = Л, l=Tn}2—k. (34.3) 
dr; dr; A 


Из (34.2) следует, что правая часть (34.3) — линейная комбинация 
производных 44 (т;)/ dr}, g=0,k-1, sgl-l<gn+i-k < 
п — 4. Коэффициенты комбинации являются интегралами по @ от суммы 
произведений констант на функции 

РЕ (5, t, и) 


ay? (ту) 
Oa? дд 


aE оне” ПР 


pe te tet Р-н, m<k-1, ps<l-l<gn-k+!* 
п-р4, Т<Е-1. Отсюда получаем неравенства 


dy® о ) ort ) 
a ge 2 < doen 2) NIT < 
Qr,s 
я 
< № Ст} exp Ире < C exp {—#3;7;}. я 


qr 
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Утверждение 34.2. Если предположение 34.1 верно, то функция yy (т) 
существует, единственна и имеет непрерывные производные до порядка 
(п + 2 — Е) включительно на множестве Г, > 7). 


Доказательство. Функция y; (т) является решением линейной задачи 
124.10), которая имеет вид 


(k) 


dy z K 

Ee Alen + ли), AP O)= [1] Sooo 
= 

> aF, aF, (В... Fm) 

A = | —-—_— 

(n) Ee CS ae va (0,71,0), 


Тео 
fault) = ees] (0, 74,0) - ( : ) (п) + 


Skim (34.4) 


+ в (Уиняь] я 
Дн) = р ao), Pt A (Sevens ив)", 


q=0 qo 


1=2,т. 


Значения У (0), j = 2, т, существуют по утверждению 34.1. Правая часть 
афференциального уравнения (34.4) имеет непрерывные производные 
до (п--2— —k)-ro a включительно Ha множестве Г, 3 7,. Поэтому при 
1 € D; функция yt (т) существует, единственна и имеет непрерывные 
производные до порядка (n+ 3 — k) включительно. 

Из уравнений (24.7) следует, что при т, Е D; функции y(n), 
1=2, т, существуют, единственны и имеют вид 


(Е) р 
Ya Лео 
=нцоть [- et, т,0)- 9 (т) | : )]. (34.5) 


о Skim 


Yim 

(Е 
Отсюда следует, что при т, Е О; функция y; (т) = = (т), — У) 
`Уществует, единственна, имеет непрерывные производные до (n-+2—k)- 
® порядка включительно. О 
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Утверждение 34.3. Если предположения 34.1, 34.2 верны и т > 3, 
2<¢j< m, mo 9%, + =7+ т, существуют и единственны как 


функции от yw, Tj; 


у: D = бы (uf? 1%) = = by (ri) + свя (т;), 7; 29; (34.6) 
скй имеют непрерывные производные do (n+ 1 К)-го порядка вклюни- 
тельно, 

Фсьн(т; РА 
fails) < Сехр{-кыт}, t=0,n+1-k, 7; 20. (34.7) 
j 


Доказательство. Существование, единственность функций Фр (и, 7) 


и их явный вид (34.6) следует из формул (24.7) и утверждения 34.1. При 
этом 


By на 
AF; 
feos фед, 
т 
Сы зы (F Fn) У 
(=~ [a | (Hepo0)-| : 69+ 
é тр Wy) 
jm у (34.8) 
Лу 
+8) (,(5),00).| : ©, 
Sejm 


¥j(x)= 3 (0) +y0(74). 


Функции fej у+1, > Sejm задаются формулами (24.6), которые запишем 
следующим к 


9? $ 
Льн(т)) = = >| a 


0+ yin (3) >> + 


ыы 


k-1 (9. (Е) 
49; (ту) кк, 
№ у Sg a] os (34.9) 
5 


к) 


oF; ; 
= [темы wy (ru »] ь 
0 
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j-1 
Yio = D> of (0) +03, 
1 


&-1 gal 


q=0 d=] 
#=7+1,т. 


Значения y (0), а = 1,j7—1, существуют по предположению 34.2. 
Из гладкости функций F(x, 0,0), у®(т;), 4 = 0. -Т, следует, что 
feji имеют непрерывные производные до (п + 1 — k)-ro порядка включи- 
тельно при т; 2 0. fej — линейная функция от y®, g=0,k-1, 4 ux 
pies. Продифференцируем (34.9) { раз. Оценим производные, 
используя предположение 34.1. Получим 
i] @ fest) 
т 
4т; 
Отсюда, из (34.8), из утверждения 34.1 и из условий 26.2, 26.4, 26.7 следует, 


зто функции сья(т;) в (34.6) имеют непрерывные производные до (п + 
1-®)-го порядка включительно и удовлетворяют неравенствам (34.7). 0 


< Сехр {-кыт}}, 1=0,п-1-Ё t=7+1,m. (34.10) 


Утверждение 34.4. При 0 < с; < т; матрица Коши бт), oj) урав- 
нения (24.11) существует, единственна и удовлетворяет неравенству 


Oj (ту, в;)| < C exp { — кт; -0))}, 2<1< (34.11) 


1 acon Существование и единственность матрицы U; ‚(ту 03) при 
< 0; < т; следует из гладкости правой части уравнения (24. 11) Ha по- 
луоси т; > ‘0. Из (24.10), (26.8) следует равенство 


Ayr) =A (Soa (0) + (7), 0, о). 


Запишем уравнения для 0, (т;, oj) в следующем виде: 


ee 
| 

ь 
я 


+ [Аз - Aj] Uj, U;(0;, 0) = Ej. 


Здесь Aj, — постоянная матрица (26.8). Написанные уравнения эквива- 
дентны 1 интегральному уравнению 

% 
Uilts, 03) = exp {Aja(1; — 03} + fe { Ат) ~ 8)} x 


3 


x [A;(s) — Aj] 03, 0;) ds. (34.12) 
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Оценим разность 
и 


= 8A;(z, 0,0 = 
лая [MGSO aaa, Yo = Loves, 
о aa 4—1 Е 


Отсюда, из условий 26.2, 26.4, 26.7 и неравенства (33.1) получим 


НАЗ) — Ан < СЫ) < Сер {Koj}, 1720. = (343) 
Так как ко; принадлежит интервалу {0, — max Л,,), где Aj, — собственные 
8 


числа матрицы А;» (смотрите п. 33.2), то из (34.12), (34.13) следуют 
неравенства 


|| ехр {4j.7; }| < Сехр {—кот}, 7) > 0; 


q 
бу (ту, оз)! < C exp { — код(т; - 05) } + jf Cexp { - колу }185(s, у) as. 
oF 
Для функции w(7;) = {105 (7;, 03)! - exp {коут;} это неравенство имеет вид 
% 
и(т;) < C exp {коб} + [ С exp {—Kj5}w(s) ds. 
©; 


По лемме Пюнуолла—Беллмана 13.1 отсюда следует, что 


т 
и(т;) < Сехр {ное + / С exp {—ко;з} as = Сер {rojo + 
93 
+С [ex {—Koj0j} — exp {коз | } <Cexp{rojoj}, 1120) 
Для матрицы Коши получаем оценку 
ПО (ту, оу) = в (ту) - exp {коту} < Сехр { — код(ту — 7) }- п 
Утверждение 34.5. Если предположения 34.1, 34.2 верны, то при Т; 2 


0 функции У (7) существуют, единственны и имеют непрерывные 
производные до (п + 2 — К)-го порядка включительно, 


О 
41) 
dr} 


<Сеж{-кыт}, t=0nF2-h, 120. (34.14) 
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— 


Доказательство. Функция yi (73) является решением линейной задачи 
Коши (24.10). Поэтому при т; > 0 она существует, единственна, име- 
ет непрерывные производные до (п + 2 — К)-го порядка включительно 
и описывается формулой (24.12). Чтобы получить оценки (34.14), запи- 
шем формулы (24.10) для Гьу;(т;) следующим образом: 


(k) 


У 
Луг) = Aj(¥j(mq),0,0)- | : |+ 

(k) 
Yj j-1 

Seg jan 

oF; 
- ый (96,60). : | doen + 
д(т;+1 : 
"вл 


5a (i 0,0) 49 - y! (rj) = yf” (0)+ 


kot (&) 
a>? и] | 
q=0 


==; 


и OF; (Fj 41... Fm) 
Apo Eg OR een oa | 
4 + 2; 1) O(a541-- ae) 4 O(a,... ; ie 


Hie) = У, Yjo = Sao oe, 


РЕЛЕ 
Y= >_> [> gy (пик Ка) + во) Г 
q=0 | d=t 
Из формул видно, что f,;;(7;) — линейная комбинация функций y (т;) 
(i= Lj- i), y (7) (¢=0 8-1 k- i) Fejiti<m) (i =j3+1, j+1,m). Продиф- 


ференцируем fijj(7j) 1 раз. Из предположения 34.1, утверждения 34.1 
4 из (34.10) получим неравенства 


@ fass(t; 
| eee < Сехр {-кут}, 1=0,n+1—k, 17; 20. (34.15) 
1 Ту 


Отеюда и из (24.12), (34.11) следует: 


ly? (I < < 16,0) || Ех w)” - >. 9+ 


d=i,m 
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+ / N73, ой - льда) do; < 


Gj 
< Сер {—Koj7;} + ] С exp {—кот; + Ко;б; — Kjos} do; = 
0 
= C exp {-коуту} + C[ exp {-кыту} - exp {-юл < 
< Сехр{-куту}, 7; 20. (34.16) 


Получили неравенство (34.14) при |1=0\ 


Предположим, что для некоторого значения 1, |1 <1<%п+2 =k} 


неравенства (34.14) справедливы для производных порядка 0,...,1- |. 
Продифференцируем уравнение (24.10) (2 — 1) раз: 


44 (т) Fim (k) авт) (т;} 
Па gene] + Г. 


Отсюда и из (34.15) следует, что неравенство (34.14) выполняется и дия 
производной 1-го порядка. Так как для производной нулевого порялка 
(34.14) доказано, то по индукции (34.14) справедливо для всех 1, [= 
0, п+2-— КЁ. |] 
Утверждение 34.6. Если предположения 34.1, 34.2 верны и т 2 3, 
1 < т, то при т; > 0 функции Ур, t=j+1,m, существуют, 
единственны и имеют непрерывные производные Ao (п--1—К)-го порядка 


включительно, 
'y? (7) arcane 
I м" о < Сехр{-кыт], 1=On+1-k. 


2 


Доказательство. Утверждение 34.6 следует из утверждений 34.3, 34.5. 
из формулы (34.8) для 6;:(т;) и из условий 26.2, 26.4, 26.7. C 
Окончание доказательства леммы 34.1. Из утверждений 34.1, 34.5, 34° 
ang если предположения 34. в 34.2 верны, то лемма 34.1 справедлиР“ 
ra У) ®(т;). Поэтому значение у (0) существует. Tak как существовану* 
y(0) следует из утверждения 34.2, то по индукции значения у * 
ИН всех 71, 1 = Tm. 

Получили: м предположение 34.1 верно, то лемма 1 справелли 
для функций yf" (rj), 1 = 2, т. Так как для функций у; OG), 7 = 2 
утверждения леммы 34.1 следуют из леммы 33.1, то по индукции лем` 
34.1 справедлива для всех k = 0, п 
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$35. Функции y? 


Лемма 35.1. При выполнении условий теорем 28.1-28.4: 1) функции 

y(), k=1,n, n > 1, существуют, единственны и имеют непрерыв- 
ные производные до порядка (п + 2 — К) включительно на множестве 
D, > t; 2) найдутся такие постоянные Cy, Суп» не зависящие от + 


и такие, что при Ё Е Г, К = ‚ [= 0, п+2- К выполняются 
неравенства 
ФУ (Е 
GIL | | <Сы (для теорем 28.1, 28.2), 


dy (6) 
Ш. [Ae | <ctutlo 9 +c (лля теоремы 28.3), (35.1) 


490 (t) 


7 <Chyexp{ke yt} (ana теоремы 28.4). 


м | 


Предположение 35.1. Если п > 2, mo для некоторого мы К, 

2 < К < п, неравенства (35.1) выполняются для функций y; Oy, .. 
if 5) и их производных. 

Доказательство леммы 35.1. Существование, единственность и гладкость 

функций доказаны в $ 34 (утверждение 34.2). Перейдем к их оценке. 


Функция y(t) задается формулой (24.12), которую запишем в виде 


= 60. {tei (uy) - > и} + | Uilt, 3). Лиц(е) ds. (35.2) 


Здесь U;(t, 8) — матрица Коши уравнения 
dr = 
= = А, (ть (35.3) 


feu, Ay определяются равенствами (34.4), Uy (&, 8) = й ($, $). Рассмотрим 
ункции 


Quit) = [& ( 5 lute v)] ©, ent 


q=0 
При по условию 26.2 имеем 
OF; (a, t, 2 -- 
Q(t) = ЗА Они < С, верь i=Tm. (354) 
2=0,и=0 
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Е 


При Ок представляет собой сумму произведений констант 
на функции 


OP F;(x, t, и) м Tl (О 
Ox? Op eo ind. 4=1 j=l : 
k-l N (35.5) 
РЕР! +22 <®, 802 У\чзи <b. 
4=1 jal 


Отсюда, используя условие 26.2 и предположение 35.1, получим следую- 
щие оценки на множестве О, > t: 


k-l WN 
au < SS eT] TT wore. (35.6) 
8 9=1 j=l 
LU.  |@ы@< С. (35.7) 
М 
Ш. 19 < 5° c TT I foe NO) 4. cl < Уп. 
5 9=1 7=1 8 
м 
П, = С° 4.0, 5, = У Ув 29- 1). 
q=l j=l 
k-l N 
Eom 5) = S333 sy = 0, 10 все в; = 0, 5, =0, П, = const. Если 
q=1 j=1 


52 = 1, то лишь для одной пары (G.,j-) Sj, #0, $9.3, = 1. Остальнье 
84) = 0. Поэтому 
St = 84. (24. -1)=24.-1<2-3, П, < CeO С. 

При 5› > 2 из (35.5), (35.7) следует, что 

k-1 М 

9 =2>` 481-98 <2k-2, П, < cer 4c, 

4=1 j=l 

Из оценок П, получаем 
WT. Quilt) < D> [С С] = сн LE, (355) 
5 


Для теоремы 28.4 из предположения 35.1 и неравенств (35.5), (35.6) 
следуют оценки 


k-l М 


у. < 35 CT] TT [Се {ак 


9=1 jah 
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k-l М 


= > C exp { У; У. asynt} < Сехр {kext}. (35.9) 


9=1 j=l 


Из (34.4), (35.4), (35.7)-(35.9) и предположения 35.1 получим, что 
при € D,,i=1,m 


С, 1,0, 
Cer DRE) С, Ш, 

НО < 6 or м 6549 
Cexp {к}, k=2,n,n2>2, IV. 


Матрица Коши U;(t,s) уравнения (35.3) существует, единственна 
и непрерывна при s Е D;, Ё Е Dy, O < 3 < t. Это следует из гладко- 
сти правой части уравнения (35.3). Из непрерывности матрицы следует 
ограниченность ||U;(t, 3)!| < С при 0 < s <t < T. Для теорем 28.2-28.4 
справедливы неравенства (28,3)—(28.5) по условию. Отсюда и из (35.2), 


(35.10) получим оценки функции y(t) при t € Dy: 


ВЫ < eae, Ont | [2964] ~ 30 и] + 


t 
+ позе з-д, (25.11) 
0 


t 
г P@i<e+ | Cas<C+CT=C, 
0 


— 
= 


t 
БИО < Cemp{-mith+ | Cem{-milt-s)}de< 
0 


<C+C|1-exp{-mé}] <С, 
t 
1. АО <ct™ +с+ [[ct-9" +C]- сос] ds< 
0 
< С, 


= 
= 


= 
< 


t 
InP Ol < Сев + [ Conp{mi(t-s)} 4 < Cex {eit}, 
0 
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thy? @)IL< C exp {eit} + / C exp {xt — 1s + Ёк1з} ds < C exp {к}, 
0 


k=2,n, n>2. 


Продифференцируем функции f,1i(t) в (34.4) 1 раз и оценим про- 
изводные так же, как оценили функции в (35.10). Получим, что при 


t=1,n4+2-k, tEeD, t=1,m 


3 ; С, 1, Il, 
| Luh ) <4 CMR iC Ш, (35.12) 
C exp {к}, Vv. 


Продифференцируем уравнение (34.4) (1 — 1) pas, 1 > 1: 


dt 
ei) _ Fa ТО + 2, 


Отсюда, используя индукцию по { и неравенства (35.11), (35.12), получим 
оценки при Е D;, 1=0,n+3—k: 


2996) 6: 1,1, 
oe PSS CEs TE (35.13) 
С exp {ket}, WV. 


Из формул (34.5) следуют неравенства для $ = 2,m,1=0,n+2—k: 
dy (et OF)... F, 
[eu 4 4 [(в, EF) .ь9- 16] | $ 


ан 
Тез 

пло, ( Jol | 
Sim 


ee ee 
Отсюда и из (35.12), (35.13) получим оценки при # Е Di, 1=0,n+2-' 
4=2,m: 


+ 


а 9) с, LO, 
a < ес, TH, (35.34) 
Cexp {kx,t}, Iv. 


Из (35.13), (35.14) следует, что неравенства (35.1) справедливы’, 
1} при & =1, 2) если выполняется предположение 35.1, то при 
из множества 2 < К < п. По индукции отсюда получаем, что неравенств 
(35.1) выполняются для всех & = Г, п. 
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§ 36. Введение вспомогательной переменной 


Для доказательства теорем 28.1-28.4 введем вспомогательную пере- 
менную и = u(t, 4), 


u=a—Xn(t, р) —2°(u) + Xn(0, 4), (36.1) 


где X;,(t, и) задается формулой (28.1). Из (22.1), (36.1) следует, что в — 
решение следующей задачи: 


du; 
р ae = Bit, B)ut+G;(u,t, в), 9+0 =0, 
B,(t, w) = В, (Xo(E,u),t,0), 
Gi(u,t, и) =F (ut Xnlt, w)+2°(u) — Xn(0,u),t,4) — 


OXnilt, рее 
zs pe kee _ Fz(Koltsn),t.0)u, i=Tam, (662) 


n т 
Хи = >> Pee ™) ut, 


k=O j=l 
U=(t1,..., Um), Х, =(Хны,.. ., Хит). 


Из алгоритма построения асимптотики (смотрите $ 23) следует, что 


X,(0, и) = [2°(w)]S”, 


де [ <”) означает частичную сумму п-го порядка ряда Маклорена 
Функции, стоящей в квадратных скобках. Отсюда и из условия 26.3 
получим неравенство 


||2°(#)- Xn(0, в) | < Ср", ОИ. (36.3) 
Обозначим % остаточный член ряда (23.2) п-го порядка. 


ЧЕ, и) = =(Ь р) — Xn(t, п) = ult, w) + =°(р) - X,(0, в), 


36.4 
Не, ру < аще, у + 12°) — Хь(0, м) < вебе в) Ср". we 


Неравенство имеет место Ha области определения функции u(t, р) при 
5$ р <}. Отсюда и из (36.1) следует: для доказательства теорем 
28.1-28.4 достаточно доказать существование и единственность решения 
Залачи (36.2) и получить его оценку. 
Задача (36.2) совпадает с задачей (28.6). Чтобы воспользоваться тео- 
ремой 28.5, нужно предварительно рассмотреть матрицы Коши V;(t, 3, и) 
Уравнений (28.8) и векторы G;(u, &, и). 
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$37. Матрицы У, 


Лемма 37.1. При выполнении условий теорем о ты 
такие значения №, Си, ..,Cim, Си, что 6 < fy < р, Cu > 
i=tI,m, oe ee K£s<t, eres 
матрицы V;(t, в, и), $ = 1,m, существуют, единственны, непрерывно 
дифференцируемы по t, 8 и удовлетворяют неравенствам 

Mice, в, м)! < 9. - 3), 


ЕС, 8, | < Снер { — к-з}, 1=2,т, 


Cu, I, 

Си ехр {-к}, UL, 973 
= ок 

Cyt" + Cu, п 


Си exp {xt}, Iv. 


Доказательство. Из (28.7), (28.8), (36.2) следует, что Vi(t, s, и) — матрица 
Кощи системы 
pS As(Koltsu)st,0)ri, Kolbu)= Sw), i= Tam, 073 
j=l 


tae А; — матрица (26.8). Из леммы 33.1, равенства y; Oe) = = 0 и условий 
26.2, 26.4, 26.7 следует, что правая часть дифференциального уравнения 
(37.2) непрерывна по # на множестве Ё Е D,, р > 0. Поэтому на этом 
множестве матрица (3, и} существует, единственна и непрерывно 
дифференцируема по $, s [4]. Чтобы оценить норму, запишем дифферен- 
циальное уравнение для V;(t, $, 4) в следующем виде: 

к9й 


р = AK ОИ+ [Ai(Xo(t, и), t, 0) ~ АКУ,, 0)] Vi, 


f-1 
Y= У, Уи") a>. 
j= 


Это уравнение с условием V;(s, s, и) = Е; эквивалентно интегральному 
уравнению 


инди 


94; (5,4,0 oe 
suk fo (tan) рее me о _ wy  (qu™)-Vilq,s,p)dq, ons 


¥% Sy? (ар) ци, 
j=l fai 
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здесь U;(t,s, и) — матрица Коши уравнения (26.9). Существование, 
единственность и гладкость матрицы U;(t, 3, и) следует из гладкости 
правой части дифференциального уравнения (26.9). Из (33.1), (37.3) 
и условий 26.2, 26.4, 26.7 следует неравенство 


Vit, 8, ADIL < IGG, 8, в) + 


t m 
+e Witt, «IC D> бам ®]| - Ника, в, ву аа. 7-4) 
$ 2—1 


1) Пусть [= 1] Из (28.3) (28.5), (33.1), (37.4) получим неравенство 
Wilt, 8, м) < gilt — 8) + 
t m 
+ [ colt) dyer { ~ коми ® FMCG. lag, G75) 
5 32 


rae 91 — функция (37.1) (с другими, вообще говоря, постоянными. При 
доказательстве постоянные меняются конечное число раз). 
Рассмотрим случаи Г, 1Т, ТУ. Введем обозначение 


IM, =, p)IL, т, 
w(t) = $ ПИ (6, 3, р)[ехр {к}, п, (37.6) 
IM, s, м) ехр {к}, IV. 


Тогда из (37.5) следует, что 


w(t) < 91(-8) + / CY exp { - кучи }u(q) 44. 
8 j=2 


Для w(t) выполнены условия леммы Гронуолла — Беллмана 13.1, из ко- 
Торой следуют неравенства при 0 <s <t: 


t m 
H(i) <a(-sye{ | суде нии} < 
„ 22 


т 
< (-8) хр { So cu® [exp { -оузр ® } —exp { -койи ®}] } < 
j=2 
$9(-3), O<pem=fh. 


pretona и из (37.6) следует неравенство (37.1) для ||Vi(t, 8, 4)|] в случаях Г, 
„ЛУ. 
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Рассмотрим теперь случай JIT. При & = s из (37,3), (37.5) следуют 
соотношения ||! (3, 8, #)|| = 1 < 91(0). Таким образом, при t = 3, 0< 
BSE 

Mile. 8, wll < 291(# — 3). (37.7) 
Так как Уз, р) непрерывна, то (37.7) выполняется Ha некотором 
непустом множестве 0 < s <t < tj, & > 0. Предположим, что & < o, 
Тогда 

И (й, 8, м)|| = 29 — 3). (37.8) 
Из (37.1), (37.5), (37.7) при 0 <s <t < В получим 


t т 
Milt, 8, м) || < gi (t—s) + [ Colt-9 row {учи © }29 (4-3) 44< 
8 = 


t 


<alt-s)-+2Calt~s) > f exp {-noyan™™}or(a)da< 
3=2 


ma t 
<91(#-з) р +206") [в -ки®} м < 


j=2 0 


<491(#-5) (1407 ou"). 
j=2 


Здесь использована монотонность и положительность функции gi (t). 

Постоянная к’ принадлежит интервалу 0 < ^’< min коу. Выберем р! 
1=2т 

так, чтобы при 0 < д < р! выполнялось неравенство 


т 
Lage Spr 29, 
= 


Тогда при ОЗ <t<t;, O< <p, выполняется (37.7). A это проти- 
воречит (37.8). Отсюда следует, что t; = со. Таким образом, неравенство 
(37.1) справедливо и для случая Ш. Оценки (37.1) при $ = 1 доказаны. 


2) Пусть 2<:<т]| Из (26.10), (33.1), (37.4) следуют неравенства 
IMi(t, 8, У] < Сехр { - м-р ®} + 


т 


t 
+> ] Cu™ exp { — w(t — g)u™ — козар” }IVi(g, 3, 99 


jai 


Обозначим 


w(t) = |, , wll -exp {кии}. 
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Тогда справедливо неравенство 
a if 
w(t) < C exp {jsp} + > / Cu-™ exp {-почи” (9) dg. 


По лемме Гронуолла— Беллмана 13.1 
т t 
w(t) < Сер {su + >. / Cu™ exp { — пли ®} aa} = 


= секр наи” и оси" К [ exp { - — козы} — 
j= 


— exp { - rejte SH) < 
< Се {зи}, O<s<t, 0<n<fh 
Отсюда получаем оценку (37.1) матрицы Коши: 
Vide, 8, м) = w(t) exp {itu} < Cy exp Е — w(t - зи}, 
O¢s<t, << 


Неравенства Cy; > 1 следуют из (37.1) при t = 8, так как 
НИ, s, и = 1, =1,т. 
О 


$38. Функции С, 


Лемма 38.1. При выполнении условий теорем 28.1-28.4 найдутся 
значения 62, м2, Koj. Ся, Crs Cus, i=i,m,j=2,m, k=0,n+2, 
не зависящие от $, и и такие, что 0 < pn < ш, 0 < Kp; < Koj и при 
Вы < 5, | < 6, О<ЕЗЬ (В), О < р < рр функции Gi(u, t, р), 
i = т, существуют, единственны, непрерывны и удовлетворяют 
неравенствам 


т $ + 
ИСО, м) <" + S > бы 4% exp{ кои Hicm, 
= (38.1) 


или) — Сбьи)|< [Сын Cool +) м, 
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Cu, n>1, LU; n=0: 
galt) = $ CO" 4 Cy, andl, Ш; 

Cy exp {(n+ Iait}, п> IV; 

Cop, 21, LU; п=0 

n 
Сри+ У Co prt VOY on >t, Ш; 
et us ыы х №42 Г > 

DS Coss exp {kth yu", n>1, № 

k=) 

У I, 

со, И, 
&, (и) = Ти Хх, I, 

T-xinp, М. 


38.1. Существование, единственность 
и непрерывность функций С’; 


Из (36.2) следуют формулы 


Gi(u, t,p)= FY, t, и)- ой ai 40) perk 
k=0 


SoS EO pm (sen. t0), 


. 
¥ Sut Хо. и) +d yM Ou nant (38.2) 
k=l 


п т 
+У У убери“ изо") - Х, (0, п), 
k=1 j=2 
nO 
Хон) = У), +=Тт. 
j=l 
Излеммы 33.1, равенства y (t) = 0 иусловия 26.7 следует, что множестве 
значений X(t, и) принадлежит замкнутому множеству О‚1, вложенном; 
вр. : 
{2: в = Хоф р), #20, 0<и<р} СБС Dz. (38.3! 


п 
Оценим У» (В р) = So uP Ou men uun2>10<¢t< ь (в 


k=1 
0< p< jt, используя (35.1), формулу (38.1) для &,(№) и неравенства ДЛ” 
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х (смотрите формулировки теорем 28.3, 28.4): 


п 
LIL [Fins р < У Сыок" < Ср; 
k=1 


n 
Ш. НУ» (6, 2) < Ds [Choe DEY ib Cools" < 
k=l 
п 


< > [op Marder) ue с] pe < Си; (38.4) 
k=1 


п 
IV. ПУ» и < У Cero exp {вк < 
k=l 


n 
< So сих < Си +9. 
k=t 


Из (34.1), (36.3), (38.2), (38.4) следуют неравенства 


> у У; ® ry uk (n>1) 


k=1 j=2 


п т 
< SOY Caja exp {—-majri}uhoon < 


k=1 j=2 
<Cuwnz1), 7; > 9, 
IY - Xo(, и) <|lull+Cu™, O<t<t(u), О<р<р, 


| 
| 


15 n21, LI п=0; 
x. 1/2, n2>1, Ш; 
1/(в+2), пзь IV. 


Отсюда и из (38.3) получаем: существуют такие 6), из, что 5, > 0, 
9 < pa < р и при |lull < 61, 0<t Ь (м), O< <u Y € Dz. 
Отсюда, из условия 26.2, лемм 34.1, 35.1 и из формул (38.2) следует: при 
lull < бы, ОЗЕХЬ(р), O< р < да Функции G,(u,t, р), i = т, 
существуют, единственны и непрерывны. о 


38.2. Доказательство первого неравенства (38.1) 
Из (38.2) получим формулы 


640,1 и) = Fi (Xnlts w) + =) — Xn(0, w)st, р) - 


ув (t) пеню SH (7) WEG (38.5) 


т; 
k=0 k=0 j=2 ar; 
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Из уравнений (23.4) следуют равенства 


Е) (Xn) 
[> aut) wn == [AE Py 


k=0 
ау; (т. я (<n) | 
[x eee, men Ey] = [alee]. 
ко i 
fits a) = a(S бу,» 
(38.6) 
ЛИть и) = ЛК ов (3° wena К) 1, ти, и) - 
gq=0 1=1 
n j-l 
-в( A? (TE) ря, три, „) ] ) 
q=0 1=1 
ра аа 
Ли) = [1 ijk, т i=I,m, j=2,m. 


Здесь [ <") обозначает частичную сумму п-го порядка ряда Маклорена 
по степеням д для функции, стоящей в квадратных скобках. Подставим 
(38.6) в (38.5). Получим 


Gil0,tp) =F; (Foleo (u)-Xn(0,u),tsa) ~ [sett,a)] < 


{2п+1) i <n) 
7 pee ays) yh | о hi i] Я 


k=O ja 
ah dys? (7) ph Bink; i 
[eee ba 
1=2 *k=0 Fe, 
ыы (<n) 
rd [sts] @<т)— 
за 
т "ау (т.) 1+0 
= Ули [> 49 (TH) ия (icm). (38.7) 
& — ат; 
joint ко 


Здесь [ "+ обозначает сумму тех слагаемых в квадратных скобках, 
которые имеют множителем и", g > n+ 1. Рассмотрим функцию 


f= В (Хи р), Ь и) - лы. 
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Ее можно представить в виде суммы 


F= Do Лт wiry + У uw рту, w)ticm. 
j=2 = 
Вычтем и прибавим f к правой части (38.7). Получим 
Gi(0, t в) = [Fi (Xnlt, и) + 2°(u) — Xn(0, w), tw) - Е(Хь р), #)] + 


+ {felts 0) - [16.1] 9} + 


$ 
+У {лить и) - [Fale и) ао + 


222 
т 
-K; <). 
+ Уи {ддт и) - (и "сту — 
= 
ie a “aoe 
k=0 
avis) Gar 
ey sib? a ae al *] (>) - 
j=2 * k=0 i) 
т. (2п+1) 
a ar к р О Use ( i) A “| (i<m). (38.8) 
= k=0 Ш 


Рассмотрим слагаемые в (38.8). 
a) [Е (Х@, р) +=) - X,(0, 2), Ь 2) - В (Хи), 4 в) |= 
1 
= | 200.40) во - [7 = ыыы | < 
0 
< С =”) - Хх», 2) || < cu", (38.9) 
Yo = Xa(t, р) + 92° (и) — 6X,(0, р). 
Так же, как в п. 38.1 доказана принадлежность У множеству D,, можно 
Доказать: найдется такое значение pr (0 < fon < pri), что Yo Е De 
При 0 ЗЕ < Ь (м), 0 < р < wm, 0 < O < 1. Отсюда, из условия 26.2 


и неравенства (36.3) следует, что (38.9) имеет место при 0 <Ё< t (п), 
ЗА Зи». 


Е 
Эль, и) — [ft w)]S =f. [oe | = 


х 603... 01.1 ав... i it (38.10) 
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=)... бани. 
При п = 0 отсюда и из формулы (38.6) для ]; получим 


1 
[4 )~ ив" = | 29 
0 


O<t<t.(u), O< pe py = un. 
При п > 1 из формулы (38.6) для f; следует, что подынтегральное выра- 
жение в (38.10) представляет собой линейную комбинацию произведений 
из следующих сомножителей: 
_ 8a, t,v) 
55 деи ди 


вв, < Са, (38.11) 
=O 


п 


. п=Й 


вены” A=1 k= 


[> уборе a oi asl 


q=k 


Здесь 


n 
Ying = YOM, G=Tatil=hth<n+1, sa >0 


4=0 
в 
81 = У. У. Езл < n+l 
АЕ = 
Сомножители в П возникают при дифференцировании сумм 
n 
YOu". 
q=0 


Из (38.4) следует: найдется такое значение роз (0 < p23 < 122), что 
У Е Dz при 6 ЗЕ < Е (р), O< р < из, OC 0; <1, j= tue. 
Поэтому производные or Ё ограничены по норме (по условию 26.2). 
Оценим П на множестве 0 З3Ё<ЪЬ(р), 0 < р < p23, используя лемму 


35.1: 
№ п Ska 
wm < TTT [> сын" 
A=lk=1 + g=k 
Non Sk 
Lu = imii< JT] Low <C. 


In. IIT < ПП ; {> 
I 


n в 8 
{Ce AEDS ор и-В и +c] : 
A=1 k=1 =k 


(38.12) 


SEA 
ыы +c] ur Pe 
4=Ё 
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— 


Используя соотношения #, (и) = Тр-х, 6 <х< [2(к! + yy, получим 


n n 
So CeO yt Cy cue lx] < с, 


q=k q=k 
№ зп 
wall < ПИ fee + cy <cth с, 
АА 
м п N n 
S$ = (м + 1) У we — 1)5ь = (к, +1)(25, - 82), 92 = №. У Sky. 
A=1 k=1 A=1 k=1 


Если 82 = 0, то все вк = 0, |П|| = 1. Если s2 = 1, то для одной 
пары значений (k,, A.) 34,,, = 1, остальные зь) = 0. Поэтому ||П|| < 
cH MCRD) С < CHC) 4 С. Если 82 > 2, то, так как 5; <п+1, 
справедливы неравенства 5 < (к; +1). [2(®+ 1) - 2] = 2n(x, +1), || < 
ct+) + С. Окончательно, 


не < СР”, С. 


№ п в 
м шзПП секакини- "< 


A=Ik=1 4= (38.13) 
Non n Е РМ 

<][] [ew {излки} [D> Cexp {gnit—kr yt} yu | . 
ХЕ Ч=Е 


Используя соотношения #, (и) = Т - хшр, 0< x < (n+ 1)/[(n + 2)к1|, 
получим 


п n 
У Cexp {qrit— kat} ut" < У Cpe < С, 


q=k q=k 
Non (38.14) 
WM < T] [ [ Cexp {изьлки} = Cexp{spxit} < 
А=1 k=1 
< Сер { (n+ 1)x,t}. 
Из (38.10)—(38.14) следуют неравенства 
cp n>}, LI; п=0; 


lstt,u)— [76 и)] I] < 2 [eer + Син, оз ПЕ 
Cy" exp{(n+ leit}, в> 1, IV; 


O<t<t.(u), O< pw < pp. (38.15) 
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в) Из (38.6) получим формулы для 1; (ту, 44): 


Sli ae ды fa (SS peo) ys + 


q=0 1=1 


види в) вузу = 


q=0 k=0 


п 1 gol 

=> oe ли) / {в ( Swe) нии) + 
Ре] 4 =} 
n #21 

#2, [F- (yy (пик Ки + 


s=1 g=0 [=1 
85-1 j-l 
>> of (rut Tye, „)- -F, (Sow eu ~Kiy yf + 
g=0 9=0 #=1 
8-1 и 
+9 А] о aay (n= 
q=0 
k 1 
= / | al75,1,0,0)d0 00-4 (r3), (38.16 
k=0 s=0 
90(7; 50,0)=Fis иво „) ? 
д F(a, т 7) 
т;›р,9,0 — х 
gst jot. = ьь дтдтл 2<¥.ltjp0.3) 


1—1 
хуже 


1=1 


¥o(1},11,0,0)= «И y+ 6y (55), 
I=] 
s~1 1—1 


уров) >> ui? (ry yal 


q=0 1=1 


jel 
Sy ОЖ И 
1=1 
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i=I,m, j=2,m, s=I,n, п>1. 


Представим теперь остаточный член разложения fj; по степеням р 
в следующем виде: 


Ps я я 
fils) — [у | = У {ии - 95а и, 9,8) — 
k=0 5=0 оо 
вби, 0, 8)]<} аб doy! (75) = 


в п 1 


ой 
=>; asi ff Cooley me. 9) - 
0 


k=0 s=0 


0 
— [+ и, 0,8) < зу} a8 doy" (75) = 


п п 


i 
=o ff Хаба, (38.17) 
0 0 


k=0 в=0 


1 


Г 7+1 a’ 
Pe es a°*" 9: (7), 0,9; 8) 
МЕН ое: 


0 0 


9203... Фу. dO; ... 40414720) + 
и 


+9» (тр» №, 0, 9) (7<9, 


=} Ё-5, 1<ь - _J%...07:16, 720, 
=(n-k-s—Kj;+Ki, j>i, “= Vp, J<0. 


Из формул (38.16) для g,(7;, р, 9, 6) следует, что функции fi B (38.17) 
представляют собой линейные комбинации произведений из следующих 
сомножителей: 


# Е (т, 7, v) By (т) 


04,0, 8, fy Tj, = 
4 и, т; 02" Ary" 2=¥,( dr? 


_‚ УЗ», 


т=й 


3 
15 sie вт, 


ще 4 = ГЛ, = 1 +72 +3 < П+2, р<п+1-9, Ч = 0,8, 
= 1,7 БВ л=Т,М. При 720 FE = 7M = Ц... 0), 
п = тр № = п(91...01) К; при Л<0 $=t, R= 1. 
Здесь неравенство для р получено с помошью неравенств 4 < $, 
Ро 1+1 <п-&-5+1<п-35+1<п-9+1. Тк же, как 
В п. 38.1 доказана принадлежность У множеству D,, можно доказать: 
“уществует такое значение {424,0 < 24 < 23, что У, (ту, jis, 0,8) Е Dz при 
St < tu), хр pg, ООО << ЬЧ=ЕЛЕИ, 
°=0,п. Поэтому производные от F; ограничены по норме (по условию 
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26.2). Из леммы 34.1 следует, что сомножители ay Dr) far |, паз, 

(3) ограничены по модулю. Из леммы 35.1 следует, что сомножите- 
ли Py (тат |, при 4 > 1 ограничены по модулю: 1) постоянной 
в случаях I, II, 2) полиномом от т! = тумА? в случае Ш, 3) area 
альной функцией С exp {C7,} = C exp {Crp} в случае 1У. У Oa) = =0 
по условию 26.5. Отсюда и из (38.6), (38.17) следуют неравенства 


НАЯ < fig (Стб + цы" "Что + <), 


рН #5 (и) == get, 
ph Лии = руны) + 
Канку Kin) < pot 


лжи - [isla] USS LS we (Crf +) Дари) ly PIS 


k=0 s=0 
<u" (Crf +С)ехр{ кот ть), 


1, n>1, LI; n=0 
Fiily. w) = $ Сю)‘ +0, n>1, Ш; 
exp {Cry}, n>, м. 
Выберем ко; из интервала (0, min кх;). Из формул следует, что существуе! 
Е=би 
такое значение fips, 0 < 25 < им, что при ОЗЁ<Ь(и), О < р < №: 
справедливо неравенство 


< 
Wis ty. и) — [луз ву] "| < Ср” exp {кт}. 
Отсюда получаем оценку слагаемых в (38.8): 


i 
| j=2 


(тв) ~ [Аа в) <" > + 


> > HERS злу» в) — [Fists 9 вот < 


= 


i 
< У Cu" exp {нуу + 
j=2 


т 
+ x Cu EEK exp {коту} сту, (38.18) 


grit 
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O<t<td(u), 0<и< и. 
г) Используя лемму 35.1, оценим при $ = 1 
0 < р < #25 следующую сумму в (38.8): 


Ie yaw 40) ye 


li k=0 


n>l,0<t< tu), 


Cie, - LM, 

<¢ [oer DOr Ch! TT, (38.19) 
Си”Нехр {пк}, IV. 

При п = 0 эта сумма равна нулю, так как y (é) =0 по условию 26.5. 


д) Оценку последних слагаемых в (38.8) получим, используя лемму 34.1 
и неравенства 0 < ко; < кк; (К = 0,2): 


г” dy (7;) yen) 
|x [oe yh ==] (22+ 
ко TG 


#2 
Ss on ee TO 
+> es [> Е. бр (icm)|] < 
= k=0 т) 

i dy (т)! 

<> a 22+ (38.20) 
dy® т. 
i => i г ( el, an 


= 


<УЗсииены кие + x" prt ехр{-—коуту ту, 
1=2 = 
O<t<t(u), 0<wK< pos. 


Из (38.8), (38.9), (38.15), (38.18)—(38.20) следует справедливость пер- 
вото неравенства (38.1). о 


38.3. Доказательство второго неравенства (38.1) 
Из (38.2) получим следующие формулы: 
AG; =G;(u,t, Г) - аи) = р 
== [в (их, (и) +2°(и) —Xn(0,4),t,4) a 
- Fi (T+ Xalt,n)-+0°(u)—Xn(0.4).t,4)] ~ 
— Fiz (Xo(t, #),t,0)(u—7) = 


(38.21) 
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— 


1 
= | Ura(ou + (1 7a + nln) 42°) ~ Xa(0, 4st) - 
J j 
Е nem #),t,0)] d0-(u-%) = 


11 

-/ 1/45: и бт, 6,01) t, 0,p) 
d2dxy 

оо 


=1 


‚выд 
z=Y 


+ у. уз У (15)u* m>1) + 3 (44) — Xna(O, »| + 


k=1 j=! 
р F(a, t, v) 
дтди 


_ p} a, a0- (4-7), 
2=Ур-=9 и 


¥ = 00,u+ (1-6) 01 + Хо, uw) +4 >. x У уи ии + 
k=l j=l 


+ 912° (в) — 0, Xn(0, р). 
Так же, как в п. 38.1 доказана принадлежность У множеству D,, можно 
доказать: существуют такие значения 2, д (0 < 62 < 51,0 <p < ts); 


что ¥ € Ш, при ||| < &, [| < 6, O<t <t.(u),0< <p, << 
0 < 6 < 1. Поэтому производные от F; в (38.21) ограничены по норме 
(по условию 26.2). Из (34.1), (35.1), (36.3), (38.21) получим неравенства 


ВА < [5 Се ры + [ial + ух ых iy) aman + 


k=l. j=l 


+ |536 — Хх, »)| 


on} lu #1 < 
n 

< [об +18) + обр“ 
k=] 


в т 
+ SO YS Сер {-кытри ео + Cpt + с ‘lu - a, 
k=l j=2 


С, nol, БИ 
RE) =< С++, CG, прь TL, 
С exp {kx t}, n>1, №. 


Отсюда следует справедливость второго неравенства в (38.1). Лемма 38.1 
доказана, 
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539. Функции а, b, с 


Лемма 39.1. При выполнении условий теорем 28.1—28.4 найдутся зна- 
чения из, C3, t = 1,3, Си, Сзз, не зависящие от t, р и такие, что 
0 < дз < po ипри 0 <Ё<,(р),0 < р < из Функции alt, и), 5, и), 
c(t, 4), задаваемые формулами (28.7), (36.2), существуют, единствен- 
ны, непрерывны и удовлетворяют неравенствам 


a(t, и) < galt), Би) < 92(и), си) < др" ". (39.1) 


Cri, 1,0, Crap, LU, 
gut) = С + Сы, Ш, gant) = Сор, Ш, 
Си exp {xt}, IV, -Cyp "Ing, IV, 


С», LU, =. a 
galt) = Сс Ш t(u) = Тр-х Ш 
C33 exp {(n + ки}, IV, T-yInp, № 
Утверждение 39.1. Ha множестве t Е Di, ЗЕ Dt, OK 8 < Ft, 


0 < p< pi Функции Вил(Ь 3, и), Pyplt,s, и), 7 = Lm, ть 
задаваемые формулами (28.7), (36.2), существуют, единственны, не- 
прерывны и удовлетворяют соотношениям 
Вр =0, j= 1,m; (39.2) 
т 
Вне, вм wg (t- 8) [e+ do Cu exp {- Koga | ‚1 ; 
4=2 
IBiilt,s, м)| < Ср exp{—nj(t-s)u}, 1=2, 1=17-1 


Bilt, 8, РН < р? exp { — кд а)” x 


# 
х [с + У Сиб exp {кызы * 5], 


=у-+1 


j=2,m-1, 1=7+Ьт 


Рл(ьз, и) =0, j=2m, 1=17-5 
ПРикЬ з, и)! < 9: 3), b= Tm; 
Pint, в) < Cu exp { - к-з}, 1=2т, I= jm 


Функция g\(t) задается формулами (37.1) (вообще говоря, с другими, 
чем в (37.1), постоянными). 
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Доказательство. Из (28.7), (26.1), (36.2) следуют формулы 


OF; oF; O(Fj41.--Fm) 
Byy(t,)= | —2- 2. she G Xo(t,),t,0 
ltr | ен (oltnst.0, 


j=lm, 1=1,); 


OF; 


(Руны»-- Ри) (и) =Ь— ees (Xo(t,n),t,0), 


9 
at [ны . «ды = 


= OF;(z,t,0) 
yg [ee Нда 


ee (Хо) г 
~ at OB j41---Lm 


(39.3) 

m ay ( (та) в: 
aad Е 

2—6) 4=2 1 


H;(Xo(t,p),t 5), j=im-1, 


ata (0) 
Ни) = мм x,t, Xolt, т;). 
пед [бреет || бычд, ход =u (9 
Здесь использовано равенство y(t) = 0. Из условия 26.7 следует, что 
при te D:,0< wp Xolt,u) € D,. Отсюда, из условий 26.2, 26.4 
и леммы 33.1 получаем неравенства 


[Ba < С, д=Бт, =1,3; (39.4) 
ЭРя.(Ь 
ПРк(Ь р) < С, р | <С+ Sor ** exp {— а 
q=2 
j=l,m-l, l=j+im; teD, O<p<Z. 


Из (28.7), (39.3) и леммы 37.1 следует, что при t Е Г, s€ О, 0 <8 <t, 
0< uw < ра функции В\л(& 3, и), Рил(& 3, и) существуют, единственны, 
непрерывны и удовлетворяют соотношениям 


By; (t,s,4)=0, 1=Тт; 
OP. (8, 
[Bin < бб РР 
1=2.т; 


Binlt, в. < и (Е, в, м) ПВ (в, м, 9=2т, 1=ТУ2Ь 
IBijlts 8, wll < ДУ, 8, в. [isin в. {Paes ++ 


+p |e eel, g=Dm-1, 1=7 рот 
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Ря(з, п) =0, у=2,т, 1=1,7-1 
ПР; 8, Мы КУ В, 9 = Tm; 
Punt, 8, В = р УЬ 8, м) Pines, в, 

j=im-i, l=j+im. 

Отсюда, из (37.1), (39.4) следуют соотношения (39.2). oO 
Утверждение 39.2. Найдется такое значение изу, 0 < из < p2, что 
при Е Г, s€e€D,0¢ 8 <t,0< в < пы Функции Вол(Ь 8, р), 
Prlt, 3, и), 1 =2, т, 1 = 1, т, задаваемые формулами (28.7), (36.2), 
существуют, единственны, непрерывны и удовлетворяют соотношениям 


Byj(t,s,u)=0, 1=2,т; (39.5) 


т 
|Воя(е, 8, в) < pg #8) [С +У Си exp {мер +92л(@, 8, 1), 
9=2 
j=2,m, 1=2,т; 
F ~K; ь ~K; 
Poult, з, №) || < g(t — 8) + Cu exp { — w(t - в)и Jara, 
j=2m, l=1,m; 
Си Е exp { —K(t- s)u%}, 2<l<j<em, 
Сехр{ —к;(&- su}, 2<l=j<m, 


p78 exp { — ку (4 -— в) } x 
яз, р) = т = а 
«[с+ SS си exp { = roa” +}. 
jt 
2<1<1<т. 


Функция gi({t) задается формулами (37.1) (вообще говоря, с другими, 
чем в (37.1), постоянными коэффициентами). 


Доказательство. Из (28.7) получим следующие формулы: 
Bog(t, 8, в) = Bilt, 3, и) > — р Вил 8, р) - Ри» (8, и)а>+ 
t 
+ / Вил(Ьг, )+ Biulr, 8, п) dr, 


8 
| t 
Руфь в) = Вл. в,д + || Byltsrs4)- Piles es) dr, 


j=2,m, l=1,m. 
сюда, из (39.3) и из утверждения 39.1 следует, что при Ё Е D,, s € Di, 


| 
у Xs <t,0<p < ры функции В›л(Ь 3, и), Рл(Ь 3, р) существуют, 
нственны, непрерывны и удовлетворяют соотношениям 
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Boy(t, в, р) =0, jf =2,m; 
Bog l(t, в, №) < Вал, В+ Вал, 8, 1 ПРиь (8, a) i+ 


t 
+ / Вл, т, в) - Виш, 6, а < 
$ 


< Cp exp { - к-з} < + 
+ p75 exp { — к (Е - 5) } x 


m 
x [c + У Сиб exp { - nye} (>i) + 
q=jH1 
+ Ср exp {—nj(t зи} + 
t 
+ / CyE-% exp { ~ кА - г) К} д (г — 5) dr x 


т 
x [0+ бр ®* exp {киви 3], 


t 
ПР (Е, в, м) < | Pigr(t, 3, Il +f Biit.r, м) - ПРицх, в, wll ar < 
Ss 


—К; 


< Си exp { - к-з Jury + 


t 
+ ] С"? exp { ~ к — ги }gu(r — 8) ar, 


j=2m, t=1,m. 
После вычисления интегралов нетрудно показать, что найдется такое 
значение рз1, 0 < p31 < ро, что при Е Г;, SE D:, 0K 8 <t, 0< p< pst 
справедливы соотнощения (39.5). a 
Утверждение 39.3. Найдется такое значение p32, что 0 < из < №! 
и при < 3<2<, (и), 0 < р < pay Функции Вул(Ь s, р), Р;л(® 5, в), 
i=2,m, j =i,m, | = |, т, задаваемые формулами (28.7), (36.2), 
существуют, единственны, непрерывны и удовлетворяют соотношен! 


Вл(Ь в, и) =0, i=2m, jim; (39.6) 


bey’ 
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т 
IBinlt, 8, |< - 9. 8) Ё +> cu™ exp {rigs 9] + 
g=2 


Q 
+ SS Cp* 7% exp { — ny(t — в) } x 
9=2 


т 
х Ё + УХ cpk™ exp {5 (922) + gizi(t, 8, в), 
4=9+1 


i=2,m, j=ijm, 1=2,т; 
Pil, 5, и) < g'(t — 8) + Cu exp { — к-з) > + 
1—1 


+ У. Cu*™ exp { — к. (&- в) м2, i= 2,m, 
4=2 


С I 


еп oie) Captenit Ib 
Q = min{i, } 1, 9 13) = ct" + Cc, Ш, 


Cexp {rit}, IV, 


Cu exp {—mi(t— su}, <i, 

—К, й —К, . , 
Cu exp { — к se}, i<i<), 
Сил exp {—nij(t—s)e™}, i<l=j, 

gist, 8, и) = $ ри 28 exp { - ny (t — s)p х 
т 
х|С+ > Сич exp { ~ rigs}, 
9-1 
i<l, g<l 


207 


Здесь 4, (и) — функция (39.1), ко, к; — произвольные положительные 


числа, меньшие чисел код, Kj из утверждения 39.2. 


Доказательство. Предположим, что утверждение 39.3 справедливо для 
какого-либо значения i, 2 << т, при Оз <Ё<ь(р), б<р<хр. 
Тогда из (28.7), (39.3), (39.4) следует, что при О За <Ё<Ь,(и), 0 < 


функции В:ля(Ь 3, р), Вяз, р) (у =тЕЬта=Ьт 
“Уществуют, единственны, непрерывны и удовле’воряют соотноше 


Вл в, и) =0, у=:+1т; (39.7) 
fi К: 
Bissa(t, в, wll < Bint, s, иены | ВузЬ, 8, В) Рае, ый 


t 
+ [Мы вуй-Вы =, мда < 
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т 
< [и — 3) [c + > Cu ехр А] + 
4=2 


9 
+ oy exp { ~ wilt su} 
4=2 


г 
х Ё + УХ Сима exp { — xogsp™ i (922) + gilt, 8, в) + 
d=q+1 


+ {ioe — 8) Ё + >> Си exp (rs 4] + 
2 


3 
+ сие exp { кеды 
q=2 


= 
х [e + SS Сим exp { — козы i] (3) + 
d=q+1 


+ СиК-К- oxy { ~ nit — в) ®} hon + 
t 


+ / {uo т) [e + > Cu* exp { — м] + 


3 92 
i-k 
+o cp 7% exp { — nye - 1) *} x 
q=2 
= 
x [с + У сим ™ exp { - rear | 429 + 
d=qtl | 


+ Си ® exp { — xj(t- ny be 


{otto nfo Sore дик] + 
d=2 


9 
$5 CH exp { — кие — зи} x 
d=2 


т 
х [e+ У. cp exp { = Royse i| (9>2) + gut, 8, в} dr, 
А=а+1 
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j=i+lm, 1=2,т; 
t 
WPesaalts a1 < IPs. all + / Врубель Pale, salar < 
5 


<a'(t— 8) + Cp exp { к-з) + 
31 
+У cp exp {м-р 
4=2 
й т 
+ [ {ut at-n[os Dow Semin] + 
5 = 
int 
+У Си exp { — к-т) } x 
4-2 


т 
х [+ у Cue exp{—nbara м #23) 
4=9+1 


+Cp “exp{ — к (т) | x 


i 
x {oe ~s)+ >> Cp ™ exp{—ng(r— зи} dr, 
d=2 
j=i+im, 1=Ь 
Полученные интегралы вычисляются и оцениваются. Приведем для 
примера оценку следующего интеграла: 
tint 
T= ] к Си? exp { — xg(t — 1) ™} x 
в = 
i 
x Ss Cu™ exp { — kale — в) ™*} ати) < 
9—2 


т. 


1—1 


$ 
$ — 
< сии (кира) x 
q=2 d=2 


x { exp { — walt — 8) ™*} — exp { — м(ё- зи} } 23. 
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Здесь ку — произвольное число из интервала 0 < Ky < к. Просуммируем 
отдельно слагаемые с индексами 4 < du 4 > 4. При д > 4 поменяеу 
порядок суммирования. Получим 


#1 
«Убит ехр{ фз) }х 
4=2 


1 
x > (ка- ки иёа- Ка) 1 [1 —exp{- wo (ка- nyt a(t — s)}| 23+ 


oy 
= i~ Ka ~Ka к -Ky(, К.-Ка\-! 
+У`Си exp { —Ka(t—s)u*} Ss p(n — Rape ух 
d=2 аа 


х [i exp {—p*e(ny ~ кар 4) (t ~s)}] (24. 


Из формул видно: найдется такое значение п", 0 < р" < p', что при 
O0¢s<t,0<p< yp” выражения в фигурных скобках не превышают 
единицы, ky —KipX > С>0 в первой сумме, Ki — кам > 
С>0 во второй сумме. Поэтому 

1 
1< У) cp Xt exp {  ме- зи > + 

4=2 


a 


i~2 
+> Chi Kirk oxy { — каз) pfs, OSs <t, O< psp". 
4—2 


Так как К; > Ку, К; > Kj-1, то окончахельно получим 
#1 
T< > Си Ч ехр { - м-в) и} 623, 0<s<t, б<р<р. 
q=2 
При оценке интегралов (39.7) используются следующие неравенства: 
t t 
Ш. / [c@-n" +] (7, 8) dr < [c(t - 5)" +c] / h(t, т, 8) ars 
5 8 
t t 
/ [cw — + <] h(t, r, 8) dr < [ce ~s) + <] i A(t, r, 8) 4", 


? 
(t— у gc pe y HexD) pel YK? < ©, 
h(t,r,s)>0, O<s<t<Tyw*, i=2,m; 
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w. (1-8) ue < б(Т-хшр) <С, 0<s<t<T-xmp, #=2,т. 
После вычисления интегралов в (39.7) и их оценки нетрудно получить 
неравенства (39.6), в которых i нужно заменить Ha ($ + 1}, а числа о, 
Ke на менышие положительные числа. Эти неравенства справедливы 
на множестве 0 5 <<, (р), 0 < р < и" при некотором значении п", 
o< py” <p". Так как для # = 2 утверждение 39.3 следует из утверждения 
39.2, то отсюда по индукции получаем, что утверждение 39.3 справедливо 
для всех t, 7 = 2,m. Oo 
Утверждение 39.4. При 0 <t <t.(u), 0< р < fos Функция a(t, p) 
существует, единственна, непрерывна и удовлетворяет неравенству 
(39.1). 
Доказательство. Функция a(t, №) вычисляется по формулам (28.7) через 
Palt, 8, 2), L(t, и) &=Т,т, l= 1, m). Из (28.9), (38.1) следует, что 


In(t, в) = Со, L= I,m, t>0, ppd. (39.8) 


Отсюда, из (28.7) и из утверждений 39.1, 39.3 следует, что функция а(ё, р) 
существует, единственна и непрерывна при 0 < t < (1), 0 < р < pao. 
Чтобы оценить a(é, 4), рассмотрим интеграл 


й т 
Et, и) = {> \Pia(t, 8, №) - Га (, р) ds, i=1,m. 
9 fl 


Из (39.2), (39.6), (39.8) получим неравенства 
i 


m 
Би) < [> ailt-2)Code<anl), 
0 1=1 


р т т 1 
<] р 9'(1-9+> > Cw *exp { —ni(t—s)u™} } x 
ре 


0 l=i q=2 
xCyds<gzlt), i=2,m, ОЗЕЗЬ(и), O0<p<pp. 


Злесь 91, 931, 9 — функции (37.1), (39.1), (39.6). Отсюда и из (28.7) 
“ледует, что 
a(t,u)= шах 18) <), 0<t<ty), O<p<py 


O<e<t i=Ty 

й 

с каждом этапе оценивания постоянные коэффициенты в 931 (#), вообще 

Зоря, меняются). О 
Утверждение 39.5. Найдется такое значение рзз, 0 < зз < #2, 


что при О ЗЕЗЬ (р), 0 < р < изз Функция 5, и) существует, 
единственна, непрерывна и удовлетворяет неравенству (39.1). 
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Доказательство. Функция b(t, и) вычисляется по формулам (28.7) че. 
рез Ри. и), Bialt,s,4), Раз, и), Luly) (§ = Lm, ¢ = 
jtim, #=Гт, l=T,m). Функции Ри„( р) существуют, един. 
ственны, непрерывны и вычисляются по формулам (39.3) при Ё Е D, 
0<p< Bf. Us (28.9), (38.1) следуют формулы | 


L(t, #) = 92 р), +=Тт, #20, p20, (39.9) 


где 922 — функция (38.1). Отсюда, из (28.7) и из утверждений 39.1, 39.3 
следует, что функция b(t, и) существует, единственна и непрерывна при 
ОЗЕЗЬ(р), 0 < р < р. Чтобы оценить 64, р), рассмотрим интегралы 


t m 
Tilt, и) = > ИВ, 8, №)!| ds, 
0 


1=1 


t m ` 
E(t, р) = / > \Par(t, 8, и)! - Ги(з, р) ds, i=T1,m. 
о 1=1 


Из (39.2), (39.6), (39.9) получим следующие неравенства на множестве 
ОЗЕЗЬ(и), O< we < ps2: 


t m m 
muta) < f Du alt) [ec +У сие А ds, 
¢ 52 


g=2 


é m т 
Тр) < / { SS v* g'(t- 3) Ё +35 Си Ч ехр (кент + 
Ая = 

are 


+ OS cp exp { - м-в) и} x 


1=3 q=2 
m 
x [c+ SS cpt ™ exp о] 424+ 
d=q41 
т t-1 
+ > У Сре? exp { — ni (t— 8) “} x 
1=$ 4=2 


т 
х [c+ SS cp ™ exp (reew*y] 423) + 
4=9+1 
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i 
+ > Chk exp { —Ki(t—s) р" }+ 
2 
т 
+2 ие exp {—ni(t-s) их 
itl 


т 
х [e+ У` Си К exp {rpg 9] wm bas, 


g=i+l 


ый < / У) ailt—s)-gn(s,n)ds, 
1 


sane] [Bae 9+5 си и“ ехр{ — et 8) “hs 
0 1= g=2 
X 922(3, и) 4з, i=2,m, 


Здесь 91, 922, 9’ — функции (37.1), (38.1), (39.6). Вычислив интегра- 
лы, нетрудно показать (так же, как в доказательстве утверждения 39.3); 


найдется такое значение зз, 0 < рзз < pan, что при 0 <Ё< (и), 
9 < р < p33 справедливы оценки 


Пр) < и guilt); 


В 
Tilt, p) < galt) +S) CaO + бр Gem, 
1=2 


Ex(t, р) < gn(u), i= 1,m. 
Здесь 931, 932 — функции (39.1). Отсюда и из (28.7), (39.4) получим: 


Мел) = max о WPae(s, ри ст) бы < 
Оке Нар 


< max [= + gai(t)+932(H), 


i=2m 


i 
Сре ету +p gui(t)+ > Cpe + <4=2 (в), 
1=2 . 


O<t<t(u), 0<p<um 
(Здесь на каждом этапе постоянные коэффициенты в 931(и), 9 (и), 
ще говоря, меняются). 
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Утверждение 39.6. Найдется такое значение из, 0 < 3 < Изз, 
что при О <t < Ь(р), 0 < р < py Функция c(t, р) существует, 
единственна, непрерывна и удовлетворяет неравенству (39.1). 


Доказательство. Из формулы (28.7) для c(t, п), леммы 38.1 и утверждений 
39.1, 39.3 следует, что при 0 < t < (р), 0 < р < ps2 функция c(t, и) 
существует, единственна и непрерывна. Для оценки c(t, р) рассмотрим 
интеграл 

t 


(teu) = [YD Walt. s.4)-Gi(0,s, мух, ¢= Tym 


о 1=1 
Из (38.1), (39.2), (39.6) следуют неравенства 


t m 
1 и)< ] SS (4-3) [say wei 
о 1=1 


т 
+ У; бни" ЕК; exp {—nijeu™} cm] ds, 
= 


пен) < [> {+ Cu * exp [- кз) и] wo} x 
9 Tl 


= 


m 
x [рыбок + >> би к-ю ыы ds, 
jou 
i=2m, 0<t<t(u), 0<p<ps. 
Здесь 91, 921, 9’ — функции (37.1), (38.1), (39.6). Вычислив интегралы, 
можно показать: найдется значение из, 0 < р < p33, при котором 
справедливы неравенства 
E(t,p) < galt) и", i=Tym, O<t<t(u), O< p< ps 
где 933 — функция (39.1). Отсюда и из (28.7) получим 
<, и) = шах _ 148, р) < g(t) и"", 
O<e<t i=im 
O<t<t(u), O< p< ps. | 
Лемма 39.1 следует из утверждений 39.4-39.6. 


$40. Применение теоремы 28.5 


Пусть выполняются условия теорем 28.1—28.4. Рассмотрим условия 
28.1--28.3 для задачи (36.2). Положим значения 6, й из теоремы 28. 
равными 6 = 62, р = 3, где 62, из — числа из лемм 38.1, 39.1. 
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Из (36.2), условий 26.2, 26.7, леммы 33.1 и равенства y (6 =0 
следует, что условие 28.1 для задачи (36.2) выполняется. 

Выполнение условия 28.2 следует из леммы 38.1. При этом из (28.9), 
(38.1) следуют равенства Lyi(t, №) = gra(t, и), Lait, 4) = Cro, $ = 1, т. 

Проверим условие 28.3. Из (36.2) и условий 26.4, 26.7 получим: 


Вазы -.. Bittm 
det : re B22 
Вт i+1 bee Bram 


ЕД, O< pps, 1=1т-1. 


O(Fiz1---Fim) 
8(@i41--+ Em) 


(хо, №0) #0, 


Отсюда следует, что задача (36.2) удовлетворяет условиям теоремы 28.5. 
По зтой теореме для всех значений $, р из множества (28.11) реше- 
ние задачи (36.2) существует, единственно и удовлетворяет неравенству 
(28.12). 

Из леммы 39.1 следует, что при 0 <t < t,(u), 0 < р < из множество 
(28.11) содержит подмножество 


pil) =1-932(1)>0, (ЕР) 49-9)" > 0, 
2936) и”! < 6 [+ V 4, , O<t<t.(u), O<p<ps. 
При 0 <t < Ь(р) из (39.1) следуют соотношения 
БИ. ga(t)- gas(t)u"*! = Cp", 
UL galt) - g33(t) prt < [over (ert) ge с] рН < 
< сибе, (40.2) 


У 99-930 р" < < Си exp {в-+2)ки} 
< су o)xes | 


(40.1) 


По условию теоремы 28.3 x < [2(к: +1)]"\, по условию теоремы 28.4 

X< (n+ 1)[(®+2)к! |"! Отеюда, из (39.1), (40.2) следует: найдется такое 

oo He, 0 < р, < р, что первые три неравенства (40.1) выполняются 
и 


O<t<t(y), о<рхиь (40.3) 


0 есть множество (40.3) принадлежит (40.1), а значит и (28.11). 
На множестве (40.3) pi(u) + /@@& #) >С > 0. Поэтому из (28.12), 
), (40.1) следуют неравенства 
2933(t) prt п+1 
llu(é, #)Il < ———=——= < 93 2”, 
С piu) + Ув в) ^ 


(39, 


(40.4) 
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где коэффициенты в g33(t), вообще говоря, отличаются OT коэффициенто,, 
в (39.1). 

Таким образом, получили: при выполнении условий теорем 28.1284 
на множестве (40.3) решение задачи (36.2) существует, единственно и yyo. 
влетворяет неравенству (40.4). Отсюда и из (36.1), (36.4), (39.1) следуют 
утверждения теорем 28.1—28.4. 0 


$41. Выводы главы 4 


В главе 4 дано доказательство теорем 28.1--28.4 о методе пограничных 
функций. 

В 533-535 рассмотрены функции Ум (т;) ( =n, j = Tm. 
входящие в асимитотическое решение (23.2) задачи (22.1). В § 36 сделан 
переход от исходной задачи (22.1) к задаче (36.2) для новой переменной u, 
введенной по формуле (36.1). Доказательство теорем 28.1—28.4 сведено 
к проверке условий теоремы 28.5 для задачи (36.2). В $ 37-8 39 рассмо- 
трены функции V;, G;, a, b, с, необходимые для применения теоремы 
28.5 к задаче (36.2). В $40 к задаче (36.2) применена теорема 28.5, и тем 
самым завершено доказательство теорем 28.1-28.4. 


Глава 5 


Метод двух параметров 


§ 42. Построение асимптотического решения 
методом двух параметров 


Рассмотрим сингулярно возмущенную задачу (22.1). Вместе с ней 
рассмотрим задачу, содержащую два малых параметра диё: `^ 


dz 2 
a =F(z,t,e), leo = 2i(€), 
a (42.1) 
Г? ки = (2,6 6), ды =2(Е), 1=2,т. 
Здесь 2; — М-мерный вектор, 2 = (21,.--, 2т). 
Опишем метод двух параметров. Пусть хотя бы одна из функций F;, 
2} зависит явно от малого параметра. Тогда при каждом фиксирован- 
ном значении р (42.1) является регулярно возмущенной задачей Коши 
¢ малым параметром € и ее решение можно построить методом малого 
параметра Пуанкаре (смотрите $9) в виде ряда 


со 
2(t, и, =) ~ > z(, и). (42.2) 
b=0 


Тогда решение задачи (22.1) примет соответственно вид 


м2 (42.3) 


k=0 


Опишем алгоритм построения ряда (42.2), предполагая, что все 
операции имеют смысл: 
* ряды (42.2) подставляем в уравнения (42.1); 
® разлагаем левые и правые части уравнений в ряды по степеням 
параметра =; 
* приравнизаем коэффициенты при одинаковых степенях =. 
После указанных операций получаем уравнения для 2) (6, п). При k =0 
Уравнения имеют вид 


az , 
Ki = = F(2,t,0), ах 


=Тт, 2® = (20,...,29), К, =0. 


р (42.4) 


218 Часть 2. Задача Тихонова 


При k > 1 уравнения следующие: 


a” kel . ® 
К; р =F, (2 (é,),t,0) 24 [ ( У. 26, u)e!t, :) я 
(42.5) 


j=0 
28 (0, и) = [2 (6®, i=Tm, 2) =(2,..., 2). 


В главе 5 скобки с верхним индексом ®) обозначают коэффициент при 
ЕЁ В разложении функции, стоящей в скобках, в ряд по степеням =. 
Из уравнений видно, что 2® (+, и) вычисляются последовательно для 
Е =0, 1,.... Пи >11 2® (+, р) является решением линейной задачи 
Коши (42.5). 

Отметим, что если правые части дифференциальных уравнений и на 
чальные значения задачи (22.1) не зависят от малого параметра, то го 
ворить о применимости метода двух параметров не приходится, так как 
ряд (42.3) состоит из одного (первого) члена, совпадающего с точным 
решением задачи (22.1). 


$43. Формулировки теорем о методе двух 
параметров 


43.1. Точное решение 

Обозначим через C(D,) окрестность точки х = 0 в М-мерном 
векторном пространстве С” комплексных чисел, С = С!. Пересечение 
C(D,) с вещественной плоскостью Imz = 0 совпадает с Dz. Обозначим 
через Uj (&, 3) матрицу Коши уравнения (26.9) при i = 1. 

Сформулируем теоремы о сходимости ряда (42.3) к решению зада- 
чи (22.1). Для этого наложим на задачу (22.1) дополнительные условия. 

Условие 43.1. Функции Е (т, t, 4) непрерывны по совокупности аргу- 

ментов, аналитичны по x, р и ограничены по норме при x Е C(Dz) © 

С", ЕР, Ш <, ВЕС, = Т,®. 

Условие 43.2. Функции xf (4) аналитичны при |p| < р, НЕС, {= 

1, т. 

Теорема 43.1. Пусть существуют такие положительные постоянные 

fh, Ко, 005 Km, Co, .., Cm, Т, что при D; = {t:0 <t < T}, n=9 

выполняются условия 26.1—26.8, 43.1, 43.2. Тогда найдется постоянная 

п» > 0, не зависящая от t, р и такая, что на множестве 0 Kt < Т, 

О< д < py: 1) решевие задачи (22.1) существует и единственно; 

2) ряд (42.3) сходится равномерно к решению задачи (22.1). 

Теорема 43.2. Пусть существуют такие положительные постоянны? 

B, к, ++) Kms C1, «5 Cm, что при Гу = {Е t > 0}, п = 0 выполняются 

условия 26.1—26.8, 43,1, 43.2 и справедливо неравенство 


Wilt, =) < Crexp{—mi(é—s)}, О<з<Ь (43.1) 
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Тогда найдется постоянная jt, > 0, не зависящая от $, и и такая, 
что на множестве t > 0, 0 < р < jes: 1) решение задачи (22.1) 
существует и единственно; 2) ряд (42.3) сходится равномерно к решению 
задачи (22.1). 

Теорема 43.3. Пусть существуют такие положительные постоянные 
ji, Ко, +, hm, Ci, =... Ст и постоянные к1 > 0, С} > 0, что при 
D, = {Е #> 0}, п = 0 выполняются условия 26.1—26.8, 43.1, 43.2 
и справедливо неравенство 


Wie, sii < С - 3)" +С, O<8<t. (43.2) 


Тогда для любых значений Т > 0, x, 0 < x < [2(к, +1] ', найдется 
постоянная р, > 0, не зависящая от t, и и такая, что на множестве 
О<Е<Ти*х, 0 < р < pe: 1) решение задачи (22.1) существует и един- 
ственно; 2) ряд (42.3) сходится равномерно к решению задачи (22.1). 
Теорема 43.4. Пусть существуют такие положительные постоянные 
Й, К, ---› hm, Cy, --., Cm, что при D, = {t: t > 0}, п = 0 выполняются 
‘условия 26.1—26.8, 43.1, 43.2 и справедливо неравенство 


МО? (&, 8)|| < Cy exp {ки (&- 3)}, O<s<t. (43.3) 


Тогда для любых значений Т > 0, Хх, 0< x < (2к!)-!, найдется по- 

стоянная и. > 0, не зависящая от t, и и такая, что на множестве 

0<t<¢T-xIng, 0 < р < py: 1) решение задачи (22.1) суще- 

ствует и единственно; 2) ряд (42.3) сходится равномерно к решению 

задачи (22.1). 

При выполнении условий теорем 43.1--43.4 для указанных в теоремах 
значений t, р ряд (42.3) сходится к решению задачи (22.1): 


и) ==, в". 


k=0 


43.2. Асимптотическое решение 
Обозначим частичную сумму ряда (42.3) 


2 (6, в) = > 2" (¢, р)". (43.4) 
k=0 


Справедливы следующие теоремы. 

Теорема 43.5. Пусть существуют такие положительные постоянные 
By ко, ..., Kms Cr, «> Cm, Т, что при Г; = {0 < t < T} выпол- 
няются условия 26.1—26.8. Тогда найдутся р» > 0, С,, не зависящие 
от $, р и такие, что решение задачи (22. 1) существует, единственно 
и удовлетворяет неравенству 


llax(t, р) — Za(t, в < См" (43.5) 
при О<Ё<Т, О << fe. 
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Теорема 43.6. . Пусть существуют такие положительные постоянные 
By м, oy Km, Ci, «., Ст» что при D, = {Е Ё > 0} выполняются 
условия 26.1-26.8 и справедливо неравенство (43.1). Тогда найдутся 
He > 0, С., не зависящие om t, и и такие, что решение задачи (22. 1) 
существует, единственно и удовлетворяет неравенству 


lle(t, р) — Zn(t, ру < С" 

при ё >20, О<и<рц.. 

Теорема 43.7. Пусть существуют такие положительные постоян- 
ные fi, K2, ..., Km, Cl, .., Ст и постоянные кл > 0, С} > 0, что 
при Dy = {ЕЁ > 0} выполняются условия 26.1~26.8 и справедливо 
неравенство (43.2). Тогда для любых значений Т > 0, х, 0 <хХ< 
[2(«1 + 1], найдутся и. > 0, С,, CS > 0, не зависящие от +, и 
и такие, что решение задачи (22.1) существует, единственно и удовле- 
творяет неравенству 


Нее, и) — бе, ву < рее 4c] 


при 0 << Ти *, О<и< pn. 

Теорема 43.8. Пусть существуют такие положительные постоянные 
р, Ky, «> Km, Cy, -., Cy, что при D, = {t: Ё> 0} выполняются 
условия 26.1-—26.8 и справедливо неравенство (43.3). Тогда для любых 
значений T > 0, x, 0 < x < (п+1[(®+2)к!|-", найдутся р, > 0, Cy, 
не зависящие от $, р и такие, что решение задачи (22.1) существует, 
единственно и удовлетворяет неравенству 


12 (, №) — 2. (6, №) < См" Н exp {(п + 1) eit} 
при < <Т-хшр, 0< p< py. 
Из доказательства теорем 43.1—43.4 (смотрите соотношения (44.34)} 
и из теорем 43.5-43.8 следует, что функция Z,(t, и), задаваемая форму- 
лой (43.4), является асимитотическим решением задачи (22.1) на отрезке 
(теоремы 43.1, 43.5), на полуоси (теоремы 43.2, 43.6), на асимптотически 


больших интервалах времени (теоремы 43.3, 43.4, 43.7, 43.8). Справедливы 
равенства. 


2(.и)= 2. (Е, и) -+о(и"), O<t<T, #0 — (теоремы 43.1, 43.5); 
a(t,u)=Zalt,p)+o(u"), — 120, и—>0 — (теоремы 43.2, 43.6): 
2(Ьи)=2(Ьи)-+о(и"®), О<<Тр-х, p70 — (аеоремы 43.3, 43.7}, 
где Т, Х — произвольные числа из множества Т > 0,0<х< (2(«;+1)] ", 
Ne =1- 2х (в + 1); 
a(t,u)=Zp(t,y)+o(u™™), O<t<F-yInp, +0, (теорема 43.4, 43.8), 


=! 
где T, Х— произвольные числа из множества Т >20, 0<хХ< (2K1) i 
Xe = 1 2X, Xe =1- МХ. 
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43.3. Точное решение при фиксированном значении д 


При выполнении условий теоремы 43.1 ряд (42.3), построенный 
yeTOHOM двух параметров, сходится к решению задачи (22.1) на отрезке 
0<#< Т при достаточно малых значениях д > 0. Однако во многих 
случаях малый параметр и имеет фиксированное значение. Поэтому 
представляет интерес теорема 43.9, гарантирующая сходимость ряда (42.3) 
x решению задачи (22.1) при заданном значении д на интервале времени, 
который, вообще говоря, меньше отрезка [0, 7]. 

Теорема 43.9. Пусть существуют такие положительные постоянные 

ji, K2,---,®m, С»,...,Ст,Т, что при D, = {Е 0 << t < T}, n=0 

выполняются условия 26.1-26.8, 43.1, 43.2. Пусть 6, и, — такие 
значения, что 6 > 0, 0 < р, < р ина множестве 


| <5, О<ЕХТ, O<pdp, lel<p, ЕС», ЕЕС (43.6) 
функции Fi(u,t, p,€), 
Fi(u,t, m6) =F; (u+2 (р) =” ()-=°(0),4,=) -Е (2 (En), £,0), 


a (43.7) 

i=1,m, 
аналитичны nou, =. Тогда для любого р, 0 < р < fs, найдется такое 
значение t, = Ё, (п), что 0 < t. <Т и на множестве 0 Xt < t: 
1} решение задачи (22.1} существует и единственно; 2) ряд (42.3) 
сходится к решению задачи (22.1). Сходимость равномерная на [0,#] 
при любом # < t,. 


43.4. Замечания 
Замечание 43.1. Из доказательства теорем 43.5—43.8 в $ 45 следует, что теоремы 
43.5-43.8 справедливы и в случае, когда в условии 26.2 требуется существование 
производных до порядка п, = пах(2, ® + 1) включительно. 
Замечание 43.2. При т = 1, р =e задача (22.1) переходит в регулярно воз- 
мущенную задачу Коши, теоремы 43.1—43.9 становятся аналогичными теоремам 
9.1-9.9 соответственно. 
Замечание 43.3. Численные оценки остаточного члена асимптотического раз- 
ложения решения задачи (22.1), интервала времени, на котором существует 
eae задачи, значений малого параметра можно получить с помощью теорем 
48.5, 28.6. 
Замечание 43.4. Сходимость рядов к точному решению сингулярно возмущен- 
10Й задачи рассматривалась в [32]. 


344. Доказательство теорем 43.1—43.4 


44.1. Существование и единственность решения 


> Первое утверждение теоремы 43.7 (1 < J < 4) следует из теоремы 
“Od, Сформулируем его следующим образом: найдется постоянная jy, 
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Мы 
не зависящая от t, р и такая, что 0 < р, < й и решение задачи (22.1) 
сушествует и единственно при (t, и) Е Diy (us). Здесь 


Ри.) = {(b р): 0 <<), 0< un < wi}, (44.1) 
T для теоремы 43.1, 

ta(u) = со для теоремы 43.2, 
Ти х для теоремы 43.3, 


Т-хшр для теоремы 43.4, 
Т, х — числа, указанные в теоремах. 


44.2. Функция 2 
Утверждение 44.1. Найдутся такие значения и, С, С°, что 0 < 


Ha S Me, C° DO u npu (6, р) Е Бу (1) Функция 2(t, и) существует, 
единственна, удовлетворяет неравенству 


2 2) — Xolt, и) < (и, (44.2) 
значения х(®(ё, и) принадлежат замкнутому подмножеству Би! С Dy. 
ъ 
С для теорем 43.1, 43.2, 
9: (9 = < СЁ" --С для теоремы 43.3, (44.3) 


С ехр {x,t} — для теоремы 43.4, 


Хо, 4) — нулевое приближение решения задачи (22.1), построенног 
методом пограничных функций в § 23: 


т 
Хо(ь и) = У`99 у), у=ш® (1 =t, Ky =0). 
jal 


Доказательство. Если выполняются условия теоремы 43.7 (1 < J < 4), 
то для задачи (42.4) справедливы утверждения теоремы 28.J, из которь\ 
следует существование, единственность функции 2)(t, и) и выполнени: 
неравенства (44.2), так как для задачи (42.4) z(t, р) — точное pent 
ние, a Xo(t, и) — нулевое приближение решения, построенное метолс* 
пограничных функций. Возможность такого выбора р!, при которс* 
2(t, и) € Бы, следует из условия 26.7, леммы 33.1, неравенства (44.2 
и формул (44.1), (44.3) для #, (и), gi(t). - 


44.3. Введение вспомогательной переменной 


Обозначим | 
и=а- 29 (6 и) - 2°(e) + 2°(0). (44! 

Из (42.1), (42.4) следует, что и — решение следующей задачи Коши: 
du; ._ a 
pi = Bit, ри + би, р, Е), uileo=0, i=Tm, (44° 


di 
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u=(u,...,Um), ВЦ и) = Fie(Xo(t, в), t, 0), 
Gi(u,t, и, =) = (ut 2%, р) +2°() - 2°(0),t,€) - 
~ В (аи), t, 0) — Fie (Хо и), t, 0) u. 


рассмотрим разложение решения задачи (44.5) в ряд по степеням пара- 
метра =: 


wo 
u(é, 4, €) = У u(t, и)", ии) =0. (44.6) 
=0 


По теореме Пуанкаре 9.1 для любого значения д, 0 < p< р, 
найдется такое значение и, = р.(и) > 0, что решение задачи (44.5) 
существует, единственно и представимо в виде ряда (44.6) на отрезке 
О<Е< (р) при lel < р» (р) (в теореме 43.2 &() — произвольное число, 
в остальных теоремах & (№) совпадает с &,()). Однако отсюда не следует 
сходимость ряда (44.6) при Е = р, так как в достаточно малой окрестности 
точки р = 0 множество || < р„(и) может оказаться пустым. 

Построим мажоранту ряда (44.6). Для этого перейдем от задачи (44.5) 
к интегральным уравнениям так же, как в главе 3 сделан переход от (28.6) 
к (29.10). Получим уравнения, эквивалентные (44.5): 


т 
ш (ие) =— >> we ™ Руни) ш(Ь ие) (<) 
+ 
т 


t 
+ ГУ BBinlt0.n)-mnls,tse) + Рибьвнй Gi (u(s,u,€),8,4,€)]ds, (44.7) 
0 


I= 


t=I1,m. 
Здесь функции Pi, By, Ри совпадают с функциями (28.7). 
44.4. Функции Py, Ви, Ри 
Утверждение 44.2. Найдутся такие постоянные 2, С, что 
0 < р < ипри ОЗз<ЕЗЬ(р), 0 < р < ро функции Ра» (Е, и), 


t=1m-1,l=t+1,m; Bult,s,p), Раз, и), =Тт,1=Ьт, 
существуют, единственны, непрерывны и удовлетворяют соотношениям 


Pelt < С, з=Ьт-Ь l=t+1,m; 
Biy(t, 8,4) =0, &=1т; 


7 
IBin(t, 8, wll < w™g'(t - 8) [e + 0 Cu* exp { - rigs} | , 
q=2 


(44.8) 


1 


| 
y 
3 
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Ва (6, в, В) < ие 3) Ё + Си" exp { — кызр | - 
q=2 


Q та 
+ cy exp { — ки -- и} [с + SE сих 
4=2 d=q+1 


x exp { — киви а i {9>2) + 9, и), t=2,m, 1=2,т; 


Pin(t, 8, и) < 9-3), 1=1т; 


t 
Pia(t, в, 0) < g(t - 8) + > Cu exp { — ко - ue Faro, 


4=2 
t=2,m, t=1,m; 
(oe для теоремы 43.1, 
Е 1a) — } Сехр{-к1#} для теоремы 43.2, 
Qe minfi,}—-1, 9@= Ch! +0 для теоремы 43.3, 


С exp {x,t} для теоремы 43.4, 


Си ®- exp { — x(t -s)u"™}, 1 <i, 
pe exp { — wit вр} х 
x [+ У Си iy exp { - wigs}, 1>8 


q=i+l 


galt, 8, и) = 


Кол» Ky — произвольные положительные числа из интервалов 0 < ки < 
к, O< Ky < Ky, где ко, ка — числа из леммы 33.1 и теорем 43.1—43.4. 
Утверждение 44.2 следует из утверждений 39.1—39.3. 


44.5. Функции С: 


Утверждение 44.3. Найдутся такие постоянные 6, из, С, С°, 6, 
что 6 > 0, 0 < дз < pa, 3 < р, С° 20 ипри 


lel <5, (ЕР (из), 8 <» ЕС", ЕЕС (44.9) 
функции G;(u, t, и, =), i= т, представимы в виде 
G;,(u, t, и, Е) = Bi(t, w)u + Gi(u, t, р, =), (44.10) 
где В;, С! непрерывны no t, С' аналитичны по и, Е, 
IBGE MI < gn, би, р, =) < ф(и, =) (ати, =), 


plwse) = 5 = [вых é 


91(#) — Функция 91(#) из (44.3) с фиксированными постоянными. 


(44.11) 


= 


ii -|. Lug = Uy +... + мм, 
3 
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Доказательство. Положим 
Bi(t, и) = Е, (#94, и), 0) — Fie (Xolt, и), 0), 
Gi(u,t, we) = Fi(u+ 2, и) +.2°(6) - 2°(0), the) - (44.12) 
— F,(2(, w), t, 0) - Fie(z(t, п), 0)u. 
Тогда справедлива формула (44.10). Из (44.12) следуют равенства 


бишь) = [8 (и = (ви) +2 (Е) =° (0) Е) В (+2 (и)4.0)] + 
+[F(u+2(,n),t,0) ~F (2 (¢,n),t,0) Fie (2 (и) 4,0) = 


1 wil 
= / Gi(u,t,p,£,0)d0+ >> ] ] Gin(u,t,p,9,0;)d8 dung, (44.13) 
о a1 9 


1 


8%) = | Galt. n.0) as, 
0 
Gi(u, t, р, в, 0) = Fie(¥i, t, Oe) [2° (e) - 2°(0)] + Fyu(¥i. t, ве), 
PF, 
Gi2(4, tw, 4, 1) eres (Yo, t, 0), 
N 


2 ул. 
Gilt, w, 6) = D> A= О, в) - Хы, w)), 


an дхдта 
И=и+ 206, и) +9[2°(©) - 2°0)], Y= 2, w) + 00,4, 
У; = Xo(t, и) +0[2C, в) — Xo(t, р]. 


Выберем 6, рз из множества 6 > 0, 0 < дз < р», Bs < р так, чтобы 
при выполнении неравенств (44.9) и неравенств OK 6 << 1,0<¢ 4 <1 
точки У,, У, Уз принадлежали замкнутому подмножеству CD C CD,. 
Возможность такого выбора следует из условия 43.2, неравенства (44.2) 
й из утверждения 44.1. Из условий 43.1, 43.2 и формул (44.13) следует, 
что функции Gi, @р, Giz определены и аналитичны по u, € на MHO- 
Жестве (44.9) и, значит, могут быть представлены степенными рядами 

Ю,.., UN, Е. 

Если скалярная функция ограничена по модулю в области ана- 
Литичности, то на любом замкнутом ограниченном подмножестве ее 
Производные тоже ограничены по модулю [4]. Поэтому производные F; 
* формулах (44.13) ограничены по норме на множестве (44.9). 

Применяя интегральную формулу (3.2) к функциям (44.13) и исполь- 
ЗУя ограниченность производных В, получим мажорирующие ряды для 
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би, @р; используя (44.2), получим оценку Gi3: 
СЕ ( 
(6 — Уш)(из — =) 


(argu), [Сб и, OI! < и. 


Си(и, Ь р, =, 0) < argu, Е), 
(44.14) 


Gia(u, р, 0, 0) < 


С 
6 ~ Sug 
Здесь (t, 4) € Diy(us), gi(t) задается формулами (44.3) (вообще говоря, 
с другими, чем в (44.3), постоянными). Подставляя (44. 14) в (44.13), 
получим соотношения (44.11). Непрерывность функций B;, С; по # 
следует из формул (44.12) и изтладкости функций F;, z(t, и), Хо(ё, и). 6 
44.6. Мажоранта ряда (44.6) 


Используя (44.8), получим следующие неравенства на множестве 
(t, #) Е Пиз): 


т 
YS o® Put, wll < Cp, +=Тт- 1 


= 
t m t m 
ies [IBialt, s, n)\| ds < Я [Учи ht 
9 i=l 4 <i 
т 
х le + Си * exp { ~ rigs | + 
= 


i-1 НЕ 


+ 5 Уи exp { ~ ме — 8) ™} x 
=2 g=2 


m 


т $—1 
х + к Си®ч-Еа exp { ad О] 423) + У У, ии? х 


d=q+1 1= g=2 


т 
x exp { — g(t ~ и} [e + SO opi ™ exp (naan ™| (y+ 
d=q+1 


$ 
+ >> си К exp { - к-з М} > + 
1=2 


т 
ФУ exp { — 5-м} x 
ен 


т 
х Ё ds > Сие exp { — ры] aciem ds < p** 9:(t)|ooc,? 


= 
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t т t m 
Управа» < [{ee-9+ ats) 
0 0 1 


1=1 


т fi 
+>) У\си exp { — ка (#- дик но ds < (1) =a() ‘ 
tai g=2 C=C; 


т t m 
Ури, идм да < | {596-34 
0 1=1 


1=1 


oe 


mii 
+>) Cu Brexp { — 4 -s)u™ Yuna bot) ds<g(t), i=I,m; 
15 9=2 
Cc для теорем 43.1, 43.2, 
92(@) = 4 CPM + с для теоремы 43.3, 
(C°t + С) exp {nt} для теоремы 43.4, 
АК = па {К; - Ki}, СА + АКС, + 092 (0) < и. 
i=2m 
Здесь g5(t) — функция go(t) из (44.15) с фиксированными постоянными. 
Рассмотрим следующие уравнения: 


va=Y(v,t,4,€), d=1,N, 


ro ie 1, Е] (44.16) 
Рино [1—9 (2) |6-я-...-тм) [6+ | 


Из них следуют равенства 
avj—bug+c=0, d=I,N, 
eC (#) (44.17) 
3-2 ° 


Из двух решений квадратного уравнения для vg рассмотрим решение, 
Эбращающееся в 0 при Е = 0: 


в=М[1- р +№69(8)], ®=5[1- 1958], с= 


b-VA 
2a 


Из Формул (44.17), (44.18) для 9, a,b,c видно, что функция O(E, р, =) 
аНалитична по = на множестве a # 0, Е + ts, A #0. Функция а 
Не зависит от Е. Уравнение A = 0 имеет один корень = = &1, 


+; ANCHE) [1 - и) + Мб] | 
62 [1 — pgh(t)]? 


=... =0м = 5 и, Е) = ‚ АЕБ - 446. (44.18) 


j= в (44.19) 
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— 
Представим vg(t, р, Е) в виде 
2c 
valt, ft, €) = = €9;(t)v4(t, и, €), 
a(t, и, €) b+VA g3(t)valt, и, =) 
с для теорем 43.1, 43.2, (44.20) 
93(8) = $ СР С для теоремы 43.3, 
С exp {2к1{} для теоремы 43.4. 


Из формул (44.1), (44.15), (44.19) для 1, 91, 92, te следует: найдется а 
значение 4 и постоянные С, С° в формуле для g3(t), что 0 < 4 < да, 
С° > 0и при (& и) Е Diy tha) справедливы неравенства 1 — шо, (1) > 8, 
9s О) < Е! < дз, функции %4(&, и, =) ограничены по модулю на контуре 
lel = 9% 8), ЕЕ С. Поэтому v4(t, и, =) аналитичны по € на множестве 
(t, и) ЕР (ра), fel < 93 (0 и, значит, представимы в виде ряда 


a : 
vat, ше) = > PE иде", Mtn) =0, d=TN. (44.21) 
k=0 
Применяя к vj, B (44.20) интегральную формулу Коши (3.2) по контуру 
lel = 95 '(t), получим мажорирующий ряд для (44.21): 
_ =93(® _ 
— =93(1) 
Здесь постоянные в ae для 93(t), вообще говоря, болыше своих 


первоначальных значений (44.20). Из (44.16), (44.18) следует, что коэф- 
фициенты ряда (44.21) можно найти по формулам 


ор) =0, 


ы 1 о | (®) 
Pen = (Уве льнье) | = 
j=0 
oo ; «) 
Е] ‚ Е>Ь (44.23) 


oe, в) — положительные, неубывающие функции t, 4 = 1, М. 


va(t, р, =) <j ———~(arge), d=I,N. (44.22) 


44.7. Коэффициенты ряда (44.6) 
Утверждение 44.4. На множестве 
(и) ЕР (4), lel < gs '@) (44.24) 


коэффициенты ряда (44.6) существуют, единственны, непрерывны по t. 
ряд (44.6) сходится, 


_ =93(® _ 


u(t, р, =) < т и 


j ———— (arg). (44.25 ) 
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Доказательство. Предположим, что при (t, и) € Ри(м), J = 0, ЕТ, 
а=ЪМ функции че, р) сушествуют, единственны, непрерывны по & 
и удовлетворяют неравенствам 

1, u)| < oft, и), (44.26) 


me Wt, р) — коэффициенты ряда (44.21). Тогда из (44.4), (44.5), (44.10), 
(44.12) следуют соотношения 


u(t, p)=0, 
amt! oy k ‚(А 6 ; о 
П 2 и 
pa = Bi (р). + Е (>. И] > (44.27) 
i=0 


58 (0, м) =0, +=Тт, Bi(t,u) =Fie(2(,n),t,0), k>1. 


Функция 2 (¢, и) как решение уравнений (42.4) непрерывна по t. Or- 
сюда, из формул (44.12), (44.27) для By’, С; следует, что правые части 
дифференциальных уравнений (44.27) непрерывны по # и линейны по uf) 
при {t, р) Е Diy (ра). Из теоремы о существовании и единственности ре- 
шения системы линейных дифференциальных уравнений [4] следует: 
решение u(t, р) задачи (44.27) существует, единственно и непрерывно 
по # при (t, 4) Е Рь(иа). Чтобы оценить w)(t, и), рассмотрим инте- 
гральные уравнения, которые следуют из (44.7) и которые эквивалентны 
уравнениям (44.27): 


(ев) =0, 


т 
(3 ss) 
чи) =- SS oF P(t, р) - u(t, ист) + 
НЕ 


+ [> [вибнь- (6.0) + (44.28) 


1=1 


пла Meveienns)] ban 


j=0 
f=i,m, k>1. 


Обозначим : 
w(t, и) = max |lu(s, uw). (44.29) 


_ , и) — положительная, непрерывная, неубывающая функция t. Ис- 
ЭлЛЬЗуя свойства мажорирующих рядов [39], из (44.10), (44.11), (44.15), 
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(44.16), (44.23), (44.28), (44.29) получим 


™m 
Пе, | < > oP Ct, wll (Е, р) || een) + 
= 


t m 
+ [3 пп 
ei 


0 


MP ate) ssa) (op + 
Рони) 


т t т 
Уи Рь(ь и) - 6, р) / Ува, в) w(t.) 48+ 
0 1=1 


1 


+ / у Раба ыы + нь | | ds< 


l=] 


< [Cw +p |e c+ 


чан [( Tone =) me 
= р (k) 
«вить + 9» (УЗ ыше =) | 


№ © | (&) 
чьи) <p9h(t)w(t, 2) + [1 958] - р (So ¢.nye/ ene) : 
j=0 


& 
(а, м < | 9(ё, м) | ча, a) < oft, и). 


Здесь использовалось неравенство 1 — 29 > 0, справедливое при (6, р) € 
Dy(us). Так как коэффициенты при нулевой степени Е в (44.6), (44.21) 
равны нулю, то отсюда по индукции получаем: при (&, р) Е Ра, 
Е =0,1,... функции (Е, р) существуют, единственны, непрерыв#” 

(®) «) ти. 
по t и удовлетворяют неравенствам |uy’(t, и)| < vz (в), а a 
Таким образом, ряд (44.21) является мажорантой ряда (44.6). Orci” 
и из (44.22) следует: на множестве (44.24) ряд (44.6) сходится и оправе 
ливы соотношения (44.25). 
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44.8. Сходимость ряда (42.3) 


Утверждение 44.5. При (#, и) € О(ра) ряд (42.3) сходится к решению 
задачи (22.1). 


Доказательство. Рассмотрим правые части уравнений (44.7), предполагая, 
что u(t, p,€) — сумма ряда (44.6). Из аналитичности функции бт по и, 
г, функции и по €, из непрерывности по t, $ функций Вш, Ри, Gi 
и из соотношений (44.10), (44.11), (44.25) для мажорирующих рядов 
следует: 1) подынтегральные выражения в (44.7) разлагаются в ряды 


Fits, ws) = >> FP 8, wet: (44.30) 


k=0 


2) функции fe, $, р) непрерывны по s Ha множестве 0 < 5 Ct < t,(p), 
0< p< ps, legs(s)| < 1, 3) при фиксированных значениях t, п, Е 
из множества (44.24) ряд (44.30) сходится равномерно Ha отрезке 0 < 
3 < &. Таким образом, для ряда (44.30) выполняются условия почленного 
интегрирования: при 0 < s < # злены ряда непрерывны по $ и ряд 
сходится равномерно. Поэтому интеграл от суммы ряда (44.30) равен 
сумме интегралов от его членов, и, значит, правые части уравнений (44.7) 
разлагаются в ряд по степеням =. Его члены совпадают с членами 
ряда (44.6) по построению ряда (44.6) (смотрите формулы (44.28)). Это 
означает, что сумма ряда (44.6) является решением уравнений (44.7) 
и задачи (44.5) на множестве (44.24). Отсюда и из формулы (44.4) следует, 
что на множестве (44.24) решение задачи (42.1) существует и представимо 
в виде сходящегося ряда (42.2), где 


Z(t, p) = u(t, и) + [=°()]®, ЕРь (44.31) 
Единственность решения задачи (42.1) на множестве (44.24) следует 


из гладкости правых частей дифференциальных уравнений (42.1). Найдем 
мажоранту ряда (42.2). Из условия 43.2 и из соотношений (44.25), (44.31) 
получим: 


бер < ue al + | [2°©)] | <d@+er <, 21 


(neces постоянные в g3(t) увеличиваются). Tax как 2(t, и) Е Бы и, 
значит, |2z(t, р) < С, то отсюда следует, что 
egs(t) 

2(t, №,=) < C + ———— (arg €). 44.32 

(t, 4, =) To eg ) (44.32) 
Таким образом, ряд (42.2) сходится к решению задачи (42.1) на мно- 
Жестве (44.24), и, значит, ряд (42.3) сходится к решению задачи (22.1) 
а множестве 

(и) € Ра), — |pgs(t)| < 1. (44.33) 
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Рассмотрим функцию /193(#, (р)). Из (44.1), (44.20) следуют формуль 


Cy’, 1 для теорем 43.1, 43.2, 
93 (&,(и)} = 4 С°И+Си, y=4 1-2х(к +1) для теоремы 43.3, 
Cy’, 1-2=х для теоремы 43.4. 


Отсюда и из формулы (44.20) для 93 получим, что при (t, р) Е Би, (ш) 
справедливы неравенства |49з(#)| < |ugs(t.())| < C.p7. Выберем р. так, 
чтобы выполнялись неравенства 0 < р, < ра, Сьй, < 1. Это ВОЗМОЖНО, 


так как 7 > 0. Множество Dyy(y.) является подмножеством (44.33) 
Отсюда и из (42.3), (44.32) следует, что на множестве Dy, (ps) 


© со 
a(t, и) = Уи <c+ > (Cn)! (44.34) 
k=0 k=} 
и, значит, ряд (42.3) сходится к решению задачи (22.1) равномерно. (Ц 


$45. Доказательство теорем 43.5—43.8 


45.1. Существование и единственность решения 

Условия теоремы 43.7 (5 < J < 8) одновременно являются усло- 
виями теоремы 28.J;, Л = J — 4. Поэтому найдется значение п’ > 0, 
не зависящее от $, р и такое, что решение задачи (22.1) существует 
и единственно при 


(МЕР (р), Ры(р) = {6 и): <), 0 <р<и.}, 


Т для теоремы 43.5, : 
ins со для теоремы 43.6, (45.1) 
+(e) = Tp* для теоремы 43.7, 


Т-хшв для теоремы 43.8. 


45.2. Функция 2® 
Утверждение 45.1. Найдутся такие значения p,, С, С°, что 0 < 
ш <p, С° > 0 uw npu (& р) Е Diy (us) функция z(t, и) существует 
единственна, удовлетворяет неравенству 

(в, и) — Xolt, #)| < mtn, (45.2! 


значения z(t, и) принадлежат замкнутому подмножеству Dz С Ds 
Здесь 


С для теорем 43.5, 43.6, 
= С" + С — для теоремы 43.7, (455 
a(t) = Cexp {x,t} — для теоремы 43.8, 
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Xo(t, р) — нулевое приближение решения задачи (22.1), построенное 
методом пограничных функций в $23: 


т 
Xolt, w= gM), =e т=ьк=9). 
jal 


Утверждение 45.1 доказано в $44 (смотрите утверждение 44.1). 


45.3. Окончание доказательства теорем 43.5-43.8 при n = 0 


Из теоремы 28..Л, следует, что при (Ь 4) € Diy(u,) решение зада- 
чи (22.1) удовлетворяет неравенству 


llx(t, №) — Xolt, wll < 9 Фр, (45.4) 
me 9! определяется по формуле (45.3), Л = 1—4, 5 < J < 8. Отметим, что 
на каждом этапе доказательства (этапов — конечное число} постоянные 
в функции 91(#), вообще говоря, увеличиваются. Из (45.2), (45.4) получим 
неравенства 

а(Ь, р) — Zo(t, ру = [26 р) - 2%, w)| < 
< |6, р) — Хо, в + |296, р) — Хо (6, и) || < nn, 
справедливые при (t, 4) Е Dry (pe), р. = р. Теоремы 45.5—45.8 при. п = 0 
доказаны. 
45.4. Функции 2® 


Утверждение 45.2. Найдутся такие значения из, С, С°, что 
0 < р2 < р, С° > 0 ипри (t, в) Е Ри (и2), К = 1, п, п 2 1 функции 


2, в) существуют, единственны, непрерывны no и удовлетворяют 
неравенствам 


z(t, | < 99, (45.5) 
С для теорем 43.5, 43.6, 
92%(#) = $ СК +9 LC для теоремы 43.7, 
С exp {kr,t} для теоремы 43.8. 


Доказательство. Из (44.4) следуют формулы 
u=2—2(, p) — =°(Е) + =°(0), 
wn) =0, ии) = 2 p) - [x°(e)] ®, p=Tn. 


Функции u(t, м) удовлетворяют уравнениям (44.27), (44.28). Чтобы 
ченить эти функции, введем обозначение 


v(t, и) = max ju(s,m)|], k= Tn. (45.7) 


<s<t 


(45.6) 


off) 
(t, р) — положительные, монотонно возрастающие функции t. 
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Рассмотрим случай К = 1. Правая часть дифференциального ураз. 
нения (44.27) линейна по и) и непрерывна по ¢ при (р Е В (s;) 
k = 1. Из теоремы о существовании и единственности решения систему 
линейных дифференциальных уравнений [4] и из формулы (45.6) следу. 
er, что (р), 2, и) существуют, единственны, непрерывны по} 
при (р) Е Пир). Чтобы оценить u(t, и), рассмотрим равенства 
вытекающие из (44.5): 


Oot ts . (1) 
[ex( Sw, we’, tw, О] = В. (296, и), 1,0) - (u(t, w) +25 (0)] 5 
j=0 


+ Fy (z(t, w), t, 0) - Е, (Хо и), 0) w(t, р) = 
1 


< 28 © [и 
= У (У, t,0) [20 (, р) — Xoa(t, и) dou" (é, и) + 
] 4+ бтдта 


0 
+ Fie(2(t, w),#, 0) -25,(0) + Fu (2, w),#, 0), 
У = X(t, р) + 0[2(E, р) — Хи). (454) 


Выберем pra, так, что 0 < pa, < р: и при (Ь р) 6 Г (21), < 0 <) 
Y € D,. Из условий 26.5, 26.7 и неравенства (45.2) следует, что эк 
возможно. Тогда при (tf, р) © О, (из!) справедливы неравенства 


о () 

G; w(t, we’, t, pe | 
[@ (5; )] 

< Cll2(t, р) — Хо, и) [#6 wl] +O < аш) +, (9 


следующие из условий 26.2, 26.3 и соотношений (45.2), (45.7), (45.8) 
Отсюда и из (44.15), (44.28), (45.9) получим неравенства для v(t, р): 


м 


ыы) |< УС ке Кри, w)ih- [fe Ct, р) || ecm + 


ВЕ 


на t in 
+ [Увы я,мууазь tn) [У ОПР, авы р 
9 


tal о 
t 

+ И У Раз, азс < [Cu™* + АК (+ ngalt)] и) +9: 
0 

+=Ьт, АК = min {K;—Ki-1}, o(t, 2) < р) +9, 


3=2т 


(1-2, р) <, (45." 
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== . 
Cc для теорем 43.5, 43.6, 
n(t)= $ POM + С для теоремы 43.7, 
(C°t + С) exp {nyt} для теоремы 43.8. 


Здесь при переходе от одного неравенства к другому постоянные в фор- 
муле для 92 увеличиваются. Выберем (122 > 0 так, что 0 < 22 < pa; и при 
(р) Е Dey(y22) выполняются неравенства р < < 1/2, 1- adn > > 1/2. 
( формул (45.1), (45.10) для t,, go следует, что это возможно. Тогда при 
(t, 4) © Dep(H22) из (45.6), (45.7), (45.10) получим неравенство (45.5) при 
f al: 


uC, wl] < oC, 0) <n, 
бо < ау + [mC wl < 9) = 9. 


Дальше при доказательстве используется математическая индукция, 
Предположим, что при (Ь р) Е Ды(р23), 0 < was < wo функции 
Z(t, n), 1 =1, Е -1,Е> 2, существуют, единственны, непрерывны по t 
и удовлетворяют неравенствам 


z(t, ну] < 9250. (45.11) 


Тогда из формул (45.6) следует, что при (р) Е Ш.„(и2з) Функции 
w(t, в), 1 =1,k— 1, существуют, единственны, непрерывны по $ и удо- 
влетворяют неравенствам 


|976, || < 926. (45.12) 


Поэтому правая часть дифференциального уравнения (44.27) для и® ли- 
нейна по и® и непрерывна по # при (t, 4) Е О (йзз). Отсюда и из (45.6) 


следует, что функции u(t, р), 2(é, и) существуют, единственны и не- 
прерывны по # на множестве D;,(j123). Рассмотрим равенства 


[ai (so идеи) ” uth Bialtad) 


j=0 
Чи (Е и)= [=. (Они) о) —Fie (Xo(t, д.) (и) = 


(45.13) 


-/} = ВО 0) [2 (tn) —Xoutsu)] dou (tn), 


ze . () 
Qina(t, и) == [в (SMewe О] : 


j=l 
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Здесь использованы формулы (44.5), (45.8) для Gi, У. При (и) с 
Б;„(изз) справедливы неравенства, которые получаются так же, как He. 
равенства (45.9): 


[[Quna(t, и) || < С] 296, и) — хо, в) x 


x [fu (€, р) < (uo, в). (45.14) 


Разлагая Е в ряд по степеням =, получим, что О;к2(6, и} является 
суммой произведений констант на функции 


OF; (2%¢, в), t, 0) i ae @) р 
— бб ПП fug’ (t, и)" 


9=1 4=1 
k-1 ON 
(pP=r+m<k, 8120, 8 = >>> G54 <k). 
4=1 d=1 


Tak Kak 20 (&, В) € Dz по утверждению 45.1, то отсюда, из условия 26.2 
и неравенств (45.12) следуют соотношения 


k-1 N 
Че MI < >> сп, п, = [вы]. (45.15) 
8 q=! 4=1 
Отсюда, используя формулу (45.5) для 92, получаем неравенство 
НОзь(Ь, и) <С для теорем 43.5, 43.6. (45.16) 
k-1 М 
Рассмотрим теорему 43.7. Если $2 = У У 34а = 0, то все 34 = 0 и, 
| ql @=1 


значит, П»(#) = 1. Если $2 = 1, то для одного набора (qs, 4+) 84,4, = 1. 
Остальные 54 = 0. Отсюда и из (45.5), (45.15) получим 
П, < С° +099 {© < СЭ 4 OG, 
Если 82 22, то 
Ем 
< [cer + С] ccs 
q=! d=1 р 
< СЕ) С. 
Таким образом, справедливо неравенство 
| @ь2(ё, и)|| < С° +90- 4 Со для теоремы 43.7. (45.17) 
Рассмотрим теорему 43.8. Из (45.5), (45.15) следует, что 


за (е, м) < D> Cexp {syx1t} < С exp {Ека} = g(t). 
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отсюда и из (45.13), (45.14), (45.16), (45.17) получаем, что при (р) Е 
Diy (#423) 


| [© ( os w(t, ude, t, р, e) "| < (ре, р) + gse(t)- 


Cc для теорем 43.5, 43.6, (45.18) 
g(t) = CoP+DO-) + С для теоремы 43.7, 
С exp {Ека} для теоремы 43.8. 


Из (44.8), (44.15), (44.28), (45.7), (45.18) получим неравенства для 
v(t, и) на множестве Ри (изд) для некоторого 24, 0 < 24 < p23! 


Рени) < У wo Pas, ид ели) [вт + 
1=НН 


é m t т 
+ [SWBratts.nhdov n+ [SPs ulin (s)asuo™ д + 
ом о {= 


t m 
+ / S iPialt,3,n)llgse(s)de< 
0 t=} 


< [Си++ и)-+9ь (0), t=Tm, (45.19) 
o® (t,u)<go(t)uo™(t,u) + 9ae(t), sates ~~ 


Выберем такое значение 1125, что 0 < р25 < ры и при (р) Е Diy (p25) 
выполняются неравенства 42(ё) < 1/2, 1- g(t) > 1/2. Тогда при 
ЕД, (5) из (45.6), (45.7), (45. 19) следует: 


9 (е, || < ot, и) < 9, 
0/41) 
а, р < lee, в) + [Ife] "ll < gel). 
Получили утверждение 45.2 для 2) (&, и). Так как утверждение 45.2 
доказано для z(t, #4), то отсюда по индукции получаем, что утверждение 
. .2 справедливо для всех k = 1, п при некотором значении |2, 0 < fn < 
2 < py. 
45.5. Введение вспомогательной переменной 


Обозначим 


u=z— 2.6 u,€)—2°(e) + [2°(e)]”, 


Ent, и, =) = 5 pe* A [2° (=) (<n) — + [2°(e)] et. 


k=0 


(45.20) 
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Отметим, что и совпадает с переменной u из п. 45.4 при n = 0. Из (42.1) 
(42.4), (42.5) следует, что и = (зи,...,\т) — решение следующей задачи 
Коши: 


к,4 


me = В, и би, и, с), wlo=0, t=Tm. (452) 
Здесь 
By(t, #) = Fie (Xolt, р), t, 0), 
Gi(u, В, и, €) = Е (и + Z(t, и, =) + 2°(e) - [2°(©)] 9 +, =) — 


mg, 02 fe в) + oa 
> =" — Fis (Xolt, и), 0) и. 
=a) 


Далее доказательство теорем 43.5—43.8 основано Ha применении те- 
оремы 28.5 к задаче (45.21). В п. 45.6, 45.7 рассматриваются функции, 
необходимые для применения этой теоремы. В п. 45.8 теорема применя- 
ется. 


45.6. Функции С: (0, t, п, =) 

Утверждение 45.3. Найдутся токие значения из, С, C°, что 
0 < дз < рр, С°20ипри (в, Е) Е Diye(ws) Функции G;(0, t, и, =), 
$ = 1, т, существуют, единственны, непрерывны по # и удовлетворяют 
неравенству 


Ио, 2, €)ll < =" Пи. (45.23) 
Здесь gin+1(t) определяется по формуле (45.18) npuk=n+1, 


Diye(us) = {(, м, =): OS t < р, =), 0 <<, 0 <= ws}, (45.24) 


Т для теоремы 43.5, 
q _ joo для теоремы 43.6, 
(4,6) = min (Гр-х, Te~*) для теоремы 43.7, 


min (T -хшр,Т-х№=) для теоремы 43.8. 
Доказательство. Из (42.4), (42.5), (45.22) следуют формулы 
G;(0,t, и, =) =@л( и, в) + Gilt, y,6), t=1,m, 
Galt, w,€) = Е (7,6, и,е) + 2°(e) - [2°(e)]—”, te) - 
~F(Z,(t, и,=),Ь 5), 
ва и, Е) = Е (Zalt, w,€),t,€) - [Fi(Falt, и, =), =) ©". 


Из утверждений 45.1, 45.2, из (45.24) и из условий 26.2, 26.3 следует суше 
ствование, единственность и непрерывность по # функций а: (0,5, py é 
на множестве Пг (из1) для некоторого значения уз, 0 < p31 < H2- 


(49.25) 
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Оценим Gj;. Из (45.25) следует: 
1 
Galt, и, 6) = / FY, t,€) d9{2°(e) — [2°(e)]<"}, 
0 


¥ =Fn(t, и, =) + 02°(e) — 6[2°(c)|<”, 
1 


2°(e)- rel = f... [eM wipe ene “4 


х 6202... 074, 61... але". 


Из (45.5), (45.20), (45.24) на множестве Dye (из!) получим соотношения 


в 
У, z(t, иЕ* 
kel 


gone (t)e* = СЕ для теорем 43.5, 43.6; 


(45.26) 


12-е, H, €) — 2, в) ый 


в 
< Do alte" 
k=1 


gultye* = [Се 4 Се < Cab MOD 1 Сео (4527) 
< Cel? + СЕ < СЕМ? для теоремы 43.7; 
gor (t)e* = С exp {knyt}e® < СЕ < Се т+2 
для теоремы 43.8. 


Здесь использованы неравенства 0 < x < [2(к\ +1] ' (теорема 43.7), 
9< х< (п+1[(@+2)к1]-1 (теорема 43.8). Из (45.26), (45.27), из условий 
26.2, 26.3 и из утверждения 45.1 следует: найдется такое из, что 0 < дз < 
by и при (t,4,€) Е Ри (рз) Яр, в) Е De, УЕ Dz, 


Galt, и, в) < СЕ". (45.28) 
Оценим функцию Gin из (45.25): 
1 1 2 
e+) ур. 
caine |. ARB AMD) |, 
Ont 1=8,...8, 
4 ° =O. . бан 


X 6263... 08,1 41... dOnys6"*. — (45.29) 
Полынтегральное выражение является линейной комбинацией произве- 
“ний из следующих сомножителей: 
8,1 =Тт 1; 
2) AF (2, t, A) 
82" Ar? 


»st=h+h<entl, 
2=Fa(tp,d),A=0-. Е 
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n М в Е 1 Ska в М 
3) п=ЙИ | Dan? и) al ‚вы 20, У >> koa Sn 4), 
= k=1 4=1 


Отсюда и из (45.5) получим следующие неравенства при (Ьи,=) ¢ 
Ре (из). 
Для теорем 43.5, 43.6 


п 


пу < II (pe) <с 


k=1 d=1 
Для м 43.7 


|| < Il Il {x > jess +C]er* \" < 
k=} 4=1 
< ll Il {синее Sree ey! 5 с} 


k=l 4—1 q=0 
Так как (9 ё < СЕГО, 1 2х (к +1) > 0, то 
М 
ин < [9-9 + cpt < сч 4 С. 
kal d=1 
Последнее неравенство получено так же, как неравенство для П, вп. 45.4. 
Для теоремы 43.8 


в М n Sqd 
it < ПИ | > ce tontrer] "= 


k=] 4=1 * 4=Е 
n М n-k ча 
= II II exp {зак} | > С exp {qxit}e | р 
4=0 
Tax как exp {gnit}e? < СЕТ < Се +2), то 


в М 
ни < ПГ Cex акв = 


k=t d=1 


n М 
= Сер { > > вание} < Cexp {(®+1ки}. 


р ВЕ d=1 
Из (45.29), из разложения Е, из условия 26.2 и из неравенств для р 


получаем Е 
Нар(Ь м, Е) < "9, (45.30! 
THE J3n41 задается формулой (45.18). 


Глава 5. Метод двух параметров 241 


Из (45.25), (45.28), (45.30) следует неравенство (45.23), справедливое 
при (6, HB, =) Е Dye (us). a 
45.7. Функции AG, = би, t, р, =) — GiG, t, р, Е) 


Утверждение 45.4. Найдутся такие значения 6, 4 и постоянные С’, 
С°, чтоб > 0, 0 < ps < ps, С° > 0иприф = 1, т, 


м < 5, |] <5, (м, €) € Ба (а) (45.31) 


функции AG; существуют, единственны, непрерывны по u, U, $ и удо- 
влетворяют неравенству 


ПАС < [Сич +18) + on(t)u + >> ott ilu al. (45.32) 


k=l 
Здесь 91(#), grx(t) задаются формулами (45.3), (45.5). 
Доказательство. Из (45.22) следуют формулы 
AG; = Fi(u+Y, t,e) - 
—K(G+Y,t,e)—Fe (Kolt, и), t, 0) (ив) = 


1 
a [кебына дачу, a0 
0 


— Fz (Xo(t, pH), t, 0)| -(u-%)= 


2 
56,7 


Хе ou 


1 
/ (У, t, 91=) dO, d0(u —й) = 
0 (45.33) 
1 
=/ дхдта 
0 


fs Phe 
= 


x [ив + (1 — в) би + Ya — Xoa(t, »)] + 
OF,(2, t, X 
a Ma ions a oe ~ *), 
Y = Z(t, р, =) + #°(e) - [2°(e)] (<r) 
У = 0,6u + 01 (1 — 0)% + OY + (1 — 01) Kol, р). 
Tak как 2(t, и} € Бы по утверждению 45.1, то отсюда, из (45.27) 
Из условий 26.2, 26.3 следует существование, единственность и непре- 


tt ывность по и, &, ¢ функции AG на множестве ||| < 6,, || < 61, 
и, Е) Е Риш (а) для некоторых значений 6; > 0, ид, 0 < ра < из. 
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Оценим AG. Из (45.2), (45.27), (45.33) следуют неравенства на множеств 
Depe (41): 


IX Хор) < |296.) Хо, Ре (ре) 2) |+ 


+1 (6) [276] < < wt Sronlthe! +e" <Cy +e’, 
k=1 


IY —Xo(é,u)I< ell ++ ПУ — Хо) < 


(45.34) 
<{lel]+|la|+Cp"+Ce*, 


1 для теорем 43.5,43.6, 
1/2 для теоремы 43.7, 
(п+2)-' для теоремы 43.8. 


Отсюда, из (45.33) и из условия 26.2 следует: найдутся такие значения 
6>0, ра, что 0<6< 51, 0 < д < ра и на множестве (45.31) УЕ D,, 


НАС < [С (|| + Hal) + СПУ — Xo(t, В+ Ce] - [Iu — a. 
Отсюда и из (45.34) следует (45.32). G 
45.8. Окончание доказательства теорем 43.5-43.8 при n > 1 

Рассмотрим задачу (45.21) при p = Е: 


du; 
a = Bt, им + би, Бр, р), ul-o=0, i=1,m. (45.35) 


Из утверждений 45.3, 45.4, из формулы (45.22) для В; следует, что 
задача (45.35) определена на множестве ||щ|| < 6, р) Е Б(иа). При 
этом функции С; непрерывны и удовлетворяют неравенствам 


(0, и, 2) < в" 91, 
IGs(a,t, и, р) аль иьи) < [Си++ + 94 (6 в) “le 21, 


С для теорем 43.5, 43.6, 

д (= < CEM С для теоремы 43.7, 
Cexp{(n+ 1) t} для теоремы 43.8, (45.36) 
Ch для теорем 43.5, 43.6, 


n 
ult,u)= Cpt сво для теоремы 43.7, 


в 
У: Сехр{Ек и" для теоремы 43.8. 
= 


Таким образом, задача (45.35) аналогична задаче (36.2): функции B,(t, 4 ) 
в обеих задачах совпадают, оценки (45.36) совпадают с оценками (38.1), 
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cont в (38.1) положить Cy; = 0,4 = Тт-1,] = Е Ьт. Поэтому 
именение теоремы 28.5 к задаче (45.35) совпадает с применением 
теоремы 28.5 к задаче (36.2) ($ 39, $40 нужно повторить для задачи (45.35). 
Результат получим аналогичный: найдется такая постоянная fly, что 
0 < He < #4 и на множестве D,,(u.) функция u(t, р, р) существует, 
единственна и удовлетворяет неравенству 
llu(é, р, в)! < ee ‘gs(t), 


Cc для теорем 43.5, 43.6, (45.37) 
gs(t, р) = $ Cee DEY) 4 Cain теоремы 43.7, 


Cexp {(п + 1)xit} aa теоремы 43.8. 


Отсюда, из (45.20), (45.26) получаем соотношения на множестве Dey (jis): 


z(t, в) = 2(6, р, в) = u(t, р, в) + 2, (6 и, #) + 2°(в) = [z°(u)] sy, 
ij - Za(t, и) = lle — Za(t, в, wll < 


< р wll + |276 — (2° (u)]'S < и. 
Теоремы 43.5--43.8 доказаны. 


$46. Доказательство теоремы 43.9 


46.1. Существование значений 6, п. 


При выполнении условий теоремы 43.9 справедлива и теорема 43.1. 
Поэтому найдется значение | > 0, не зависящее от &, д и такое, что 
<шорфицри (и) Е О (м), 

Dele) = {(, №): << Т,0 <<}, 
функция 2(t, и) существует, единственна и ее значения принадлежат 
замкнутому подмножеству Р,; С D,. Доказательство дано в п. 44.2. 
Отеюда и из условий 43.1, 43.2 следует существование значений 6, ps, 
<, < 1, удовлетворяющих условиям теоремы 43.9. 

Чтобы упростить доказательство, примем 6 = 1, р, = 1. Это не огра- 
Ничивает общности, так как к этому случаю всегла можно перейти 
Menon и, д на и’ = 24/6, и’ = p/ fee. 

46.2. Переменная u 

Переменные u и 2 связаны формулой 

we z— 20 (1, и) - 2°(e) + =°(0). (46.1) 
Ms (42.1), (42.4) следует, что и — решение следующей задачи Коши: 
du; 
dt — 


A(t, p)u+ Fi'(u,t,p,€), uwileo=0, #=1,m, (46.2) 


244 Часть 2. Задача Тихонова 


АЦ) = и Fie (2(t, и), 0), 
Fi(u, t, p,€) = р (и, t, и, €) — Е, (20, »), t, Ou], 
me Е; — функция (43.7). Обозначим U(E, s, и} матрицу Коши системы 
dr 
a A(t, р)", A =(Aj,...,Am)- (46.3) 


Torna задача (46.2) эквивалентна интегральному уравнению 
t 


u(t, p,€) = / U(t, з, и). F" (u(s, р, €), 8, и, €) as, 


J (46.4) 


№ =(F",..., Ff). 
Применяя метод двух параметров к задаче (46.2), построим ряд 


u(t, р, =) = У u(t, Е". (46.5) 
k=0 


Формулы для коэффициентов ряда следуют из (43.7), (46.1), (46.2), (46.4), 
(46.5): 


чьи) =0, 
t Rl | (®) 
w(t, р) = / U(t, 5, и) [2( Su (в, we’, в, и, О] ds, (46.6) 
0 j=0 
2, = (Fup Е... Fn), 
так как 
к о ‘ (k) Rel | ® 
| ( So a(t, ме, в, О] =" Ё ( St, weit, a, О] - 
j=0 j=0 


46.3. Построение мажоранты ряда (46.5) 


Функции (43.7) непрерывны по # и аналитичны по u, = на множе- 
стве (43.6), где 6 = р, = 1, Е! (0,$, р, 0) = 0. Поэтому найдется значение 
С > 0, не зависящее от U, &, р, € и такое, что 


С5(1+ 5) 
ик" (1-5) 
Я=ищ: +... има, (в) € Dip(ps)- 


Будем предполагать, что постоянная С’ выбрана так, что выполняются 
неравенства 


НЫ (О, Ol = НЕ (2 вон C, €=TLN, (6 
(t, 2) Е Ры(и,). 


Ф(и, в, и, =) < ф(и, и, =) = (argu, =), (46.1) 
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— 


Рассмотрим задачу 


а 
a =¢(y,4,€), yloo=0, d=1,N. (46.9) 


Fe решение единственно и имеет вид 
(1+=)[1-=- (+=) — 4e exp (CN tpn} | 
N[l+e+ /( +=) — 4 exp {СМ Е=} | 
d=i,N. 


Ya 


| (46.10) 
Функции (46.10) аналитичны по Е при 
lel < =. (6, w) = 2exp {СМ ""} -1- 
— 2\/ехр {СМ К» } [ exp {СМК} - 1]. — (46.1) 


Поэтому функция у представима в виде ряда 
со 
y(t, и, =) = У. y(t, ие", (46.12) 
#=0 


сходящегося к решению (46.10) на множестве 
O<t<T, p>, (Е < ен). (46.13) 


Если = принимает неотрицательные значения и р < ps, то из форму- 
ль (46.11) для €, следует, что множество (46.13) можно описать неравен- 
ствами 
O<t<t(ue), O<n<l, О<ЕХЬ 
К, 2 
, pe (1+e) 
#(р,=) = ош | > 0. 
aed Sanit [ CN” 4e 
Таким образом, ряд (46.12) сходится на множестве (46.14) к единственному 
решению задачи (46.9). Чтобы написать формулы для коэффициентов 
bana (46.12), представим задачу (46.9) в следующем виде: 


(46.14) 


i 
= 


@уа aie 
ed 1 Ув + Ку, и, =), Уь=0, 4 


= (46.15) 


N 
фи(у, р, =) = gy, Bs =) = ср" У y- 
¥ А=1 


Матрица Коши V(t, 3, р) системы 


#2 С 
а = Ар)", A = Си, 
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где Г — матрица с элементами, равными 1, имеет вид 
I 
V(t, 6,2) = B+ [ exp {сми Кё - s)} - 1] = 


Задача (46.15) эквивалентна интегральным уравнениям 


tw 
ya(t, и, €) = ] DY Vanlt, в, и) фича, и, =), и, Е) ds, а=Т,М. (46.16) 
4 del 


Отсюда и из формул (46.7), (46.10), (46.15) следуют равенства 


Ув) =0, d=T,N, >, 


гм Rel , (*) (46.17 
чьи) = я > Vaalt, s, и) (Усе, ade’, и, :)| ds, | 
9 asl j=0 
так как 
(k) 


( х y(t, МЕР, в, О] (®) В Ё ( is y(t, we, и, e)| 


y® (t, р) — неотрицательные, монотонно возрастающие функции $. 


46.4. Оценка матрицы U 


Правые части уравнений (46.3) непрерывны по t при (t, №) Е Dip(ps)- 
Поэтому 0 ($, 3, 4) существует, единственна, непрерывна по &, 8 при 
ОЗ <ЕХТ, 0 <р < py. Чтобы оценить элементы матрицы U, 
представим U, У в виде рядов [17] 


t Ея 


бьм В+ f а, на + ff Alen) Alea в) dea das +. 
5 5 


$ 
t я 
Vit, 8, п) = 8+ | Aude +f [ Puasa... 
8 8 8 
Так как каждый элемент матрицы А меньше по модулю элемента матрицы 


A согласно неравенствам (46.8), то получаем, что 


Walt, s, #)| < Vaalt, 3, р), (46.18) 
1<4<М, 1KACKN, Ostet, O<KS mH. 
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— 
46.5. Сходимость ряда (46.5) 
Предположим, что функции a(t, р) существуют, единственны, He- 
прерывны по $ и удовлетворяют неравенствам 
We <). (46.19) 


прил = 0-1 4=ЬМ, >21, (Ь р) Е Би (р..). Тогда из формул (46.6) 
следует, что функция и (ё, #4) существует, единственна и непрерывна 
ва множестве Di, (p,). Из (46.6), (46.7), (46.17)-(46.19) получим неравен- 
ства 


Ем k-1 я (k) 
ihn] < f Yeats шение | ds< 
9 =! j=0 
re Sy п mt 
< ть (УЗ (ene ne) ds=y, (tH), 
9 Ml j-0 


d=1,N. 


Получили (46.19) для j = К. Так как u(t, и) = y(E, р) = 0, то отсюда 
по индукции получаем: элементы ряда (46.5) определены и непрерывны 
uo $ на множестве D,,(p.), ряд (46.12) мажорирует ряд (46.5). Поэтому 
ряд (46.5) сходится на множестве (46.14) и для любых значений #', р, =, 
ОЗЕР <Ё(р, =), O< p< 0<ЕХ 1, ря (46.5) сходится равномерно 
на отрезке 0 < ¢ < Е. Отметим, что из (46.10), (46.19) следуют неравенства 
вы (6, Г] <6=1. 


46.6. Окончание доказательства теоремы 43.9 


Докажем, что сумма ряда (46.5) является решением задачи (46.2) на 

чножестве (46.14). Для этого рассмотрим интегральные уравнения (46.4). 

3 аналитичности Е! и из формул (46.2), (46.5) следует, что подынте- 
‘ральные выражения в (46.4) разлагаются в ряд 


SS ft в, иде", (46.20) 
=O 


“оторый удовлетворяет условиям почленного интегрирования: на отрезке 
\ $ < Е члены ряда непрерывны по $ и ряд сходится равномерно. 
Этому интеграл от суммы ряда (46.20) равен сумме интегралов от его 

Ченов. После интегрирования (46.20) получаем (46.5) по построению 

Pana (46.5) (смотрите формулы (46.6)). Это означает, что сумма ряда (46.5) 

ется решением уравнений (46.4), а значит и решением задачи (46.2). 

7 MHCTBeHHOCTS решения задачи (46.2) следует из гладкости правых частей 

еренциальных уравнений. Таким образом, на множестве (46.14) 
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ряд (46.5) сходится к решению (единственному) задачи (46.2), сходимость 
равномерная на отрезке 0 < t < # при любом #, О<Ё < (р, =). 

Отсюда и из (46.1) получаем: 1) на множестве (46.14) ряд (42.2) схо. 
дится к решению (единственному) задачи (42.1), сходимость равномерная 
на отрезке 0 < ¢ < # при любом #, 0 < t' < Ь(р, =); 2) на множестве 
0<t <t(u), О < р < = 1 pam (42.3) сходится к единственному 
решению задачи (22.1), сходимость равномерная на отрезке 0 < # < 
при любом t', 0<Ё<Ь, (р). Здесь 


(ЕВ р) = min {7. Ш 
Теорема 43.9 доказана. 


$47. Примеры применения метода двух параметров 
Пример 47.1. Рассмотрим задачу 


dz, 
— =ра», Иго = 0, 
at (47.1; 
dz t i 
ии = ще, 22-0 = 1. 


Для построения решения задачи (47.1) перейдем к залаче с двумя парамс- 
трами;: 


dz 
a = €22, ilo = 0, . 
t (47.2) 
fi a, + ee Zalixo = 1 
Г a 22 > ао = 1 


Подставим в уравнения (47.2) ряд (42.2), разложим левые и правые части урав- 
нений в ряды по степеням Е и приравняем коэффициенты при одинаковых 
степенях. Получим 


—=0, 20, р) =0; 
=, 290, и) =0, Е=1,2....; 


p— =-2", 290, и) = 1; 


и че, 80, м)=0; 


(Е) 
а; 
а: -2, 00, w)=0, k=2,3,.... 


Решение этих уравнений единственно и имеет вид 
© =0, Е=0,3,4,...; 2 = p(l-—e); 
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29 =(14p) е-1-ра-г”)]; 29 =e"; 
2 = (+p) el - 7); 2 =0, ЕВ TS 


Jaxum образом, асимитотический ряд (42.2) для задачи (47.2) содержит конечное 
число членов и дает точное решение 


д = а [Ее - 1) +ера+р-9(-е”)], 


1 
2, = Trp leet tae], т=-. 


Г? 


Отсюда следует, что ряд (42.3) для задачи (47.1) содержит конечное число членов 
и даст точное решение при t > 0, p> 0: 


a= и’ (е-е"), m= ыы e*), T= Е 
lip a l+p . Г 
Асимптотическое решение задачи (47.1), построенное методом пограничных 
функций, имест вид 


ay~ Ve —e")(-p)*, ave" — Le ~-e7)(—p)*. 


k=2 


(47.3) 


Эти ряды сходятся к решению (47.3) при t > 0,0<p< 1. 

Из приведенного примера следует, что метод пограничных функций и метод 
двух параметров дают, вообще говоря, разные асимптотические решения задачи 
Тихонова. 

ы Нетрудно проверить, что задача (47.1) удовлетворяет условиям теорем 28.1, 
.1, 43.1, 43.5. 


Пример 47.2. Рассмотрим задачу 


dz: 
= = В(н), И = 0, 
dz, 
ae = = a, + px}, 2250 = 1, (47.4) 
exp{-w’} при #0, 
h(u) = = m0 


Нетрудно проверить, что задача (47.4) удовлетворяет условиям теоремы 43.5 
(при к, = С, = 1 илюбых п, fi, Т) и теоремы 43.7 (при Ky = 0, кз = С, = С. =1, 
C= 0 и любых п, i). 

Из теоремы 43.5 следует: для любых значений T > 0, п > 0 найдутся 
&>0, C,, не зависящие от t, р и такие, что решение задачи (47.4) существует, 
Инственно и удовлетворяет неравенству || 2(#, и) — Z,(t,#) |< С.м"" при 

ЕТ, O< p< py. 

Ms теоремы 43.7 следует: для любых значений T > 0, х(0 < x < 1/2), 

р > 0 найдутся м. > 0, С,, С: > 0, не зависящие от t, м и такие, что 
‚Умение задачи (47.4) существует, единственно и удовлетворяет неравенству 


и) — 2,6, и) [< и" (СР +-С,) при O<t <TH, О<и< fy. 


зая: 
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Асимитотическое решение задачи (47.4), построенное методом двух параме_ 
тров, имеет вид 


z(t, р) > > ev(t - er) ut (3) , 
: k=0 (47.5) 


2, и) = De (1-е ")*и^ (') о rad, 


k=0 р 
При построении ряда использовалось равенство d*h(0)/de* = 0, К > 0. Решение 
задачи (47.4) существует при t > 0, и > 0. Оно имеет вид 
“1 
nm =h(uyt, 2. =[w+(1-pe] . 
Отсюда и из (47.5) получим формулы для остаточного члена асимитотики: 
a(t, и) — Ви, и) = Вы 
(1 = etry 
w+ (1 ме’ 


Отсюда нетрудно получить, что при # > 0, 0 < р < р, < 1 справедливо, следующее 
неравенство: 


226, и) — 2,246, р) = » = (2; 4,2). 


Il 2(6, р) — 2,4, и) < "(с С.), 


a2 n+l (n+1)/2 Bal 1 
= Je ’ и 


Отметим, что условие 43.1 для задачи (47.4) не выполняется, так как (и) — 
не аналитическая функция. Поэтому теоремы 43.1-43.4 не применимы к зада- 
че (47.4). Асимптотический ряд (47.5) сходится к функции 


мя aaa (1). 


которая не является решением задачи (47.4) при р > 0. 


Замечание 47.1. В примерах 31.1-31.5, 31.10 правые засти дифференциальных 
уравнений и начальные значения переменных не зависят от малого параметра. 
Поэтому метод двух параметров к ним не применим. В примерах 31.7-31.9 
метод двух параметров дает такое же асимптотическое решение, что и метод 
пограничных функций. 

Для примеров в $31 справедливы следующие теоремы о методе двух пара” 
метров: 

пример 31.6 — теоремы 43.1, 43.5; 

пример 31.7 — теоремы 43.1, 43.2, 43.5, 43.6; 

пример 31.8 — теоремы 43.1, 43.3, 43.5, 43.7; 

пример 31.9 — теорсмы 43.1, 43.4, 43.5, 43.8. 

Пример 31.11 удовлетворяет условиям теорем 43.1, 43.3, 43.5, 43.7, если 
вместо 2, ввести новую переменную Az, = 2) — 2}. 
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$48. Выводы главы 5 


В главе 5 задача Тихонова решается методом двух параметров. Метод 
двух параметров описан в $42. В $43 сформулированы теоремы о том, что 
ряд, построенный методом двух параметров, сходится к решению задачи 
или является асимптотикой решения на отрезке (теоремы 43.1, 43.5), 
на полуоси (теоремы 43.2, 43.6), на асимптотически больших интервалах 
времени (теоремы 43.3, 43.4, 43.7, 43.8). Кроме того, в $43 сформу- 
лирована теорема 43.9 о сходимости ряда, построенного методом двух 
параметров, к решению при фиксированном значении малого параметра 
на ненулевом интервале времени. 

Доказательство теорем 43.1—43.9 дано в $44—$46. В $47 приводятся 
простые примеры применения метода двух параметров. 


Глава 6 
HH 
Движение гироскопа в кардановом подвесе 


$49. Приведение к сингулярно 
возмущенной задаче Коши 


Уравнения движения астатического гироскопа в кардановом подвесе 
ПР наличии сил вязкого трения в осях подвеса имеют вид [36] 


42 
№ + (A+ Ai) совр + Стр] SS + 


da а а а 
+ (© - 4 - да (2A) 2 + eos ph + moe = 0, as 
@в 1 da\? : 
+B) GR 31-4-4908) (3%) - 
а а 
Нор +m = 0. 


За, и, р — углы поворота внешнего и внутрениего колец кардано- 
Ва Tonpeca; A) — момент инерции внешнего кольца относительно оси 
ВРацения; A,, B,, С; — главные моменты инерции внутреннего коль- 
ца; 4 — экваториальный момент инерции ротора; Н — кинетический 
Мм ротора; 7), Nz — коэффициенты моментов сил вязкого трения, 
пе вующих по осям колец подвеса; Т — время. 

Рассмотрим движение гироскопа при следующих численных значе- 
НИЯ (параметры гироскопа, исключая ти, п2, взяты из [21]): 

А+ А, + А. =12,7r-eM-c?, A+B, =4,2r-cm-c’, 


С =4А+4, Н= 10*г-см-с, ny =, =5° 10°r- см-с, (49.2) 


; da + 4 
=f =30, =| =) =0,2c', =) =0. 
РЕ fina AT has 


бе Чтобы привести (49.1), (49.2) к задаче с малым параметром, перейдем 
X 0 размерным переменным согласно процедуре нормализации в [37]: 
р — в? 
jul, Za. 
i) Be (49.3) 
got а yok 
по.’ “о OG, aT? Te 
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здесь Os, Bx, Qos, Яд», Te — характерные значения углов, угловых 
скоростей, времени. Запишем задачу (49.1), (49.2) в форме Коши и в новых 
переменных: 
48 _ Dale 96 _ pele 
и а, ad  £, 
тит. НОрьТ. 


dy mtg” tgs 
dt A+ A, + Ap (A + Ay + A2) Qe 
He _ 

dt 


НОТ. NTs 
+B). cos (8° + В.) — дв ва 


cos (8° + В. 2), 
(49.4) 


С 


s 2 
G&heo=0, $= 1,2,4, & |= 5 


‘oe 
Примем за малый параметр и характерные значения следующие 
выражения: 


_ [A+ A + 4) A+B 
ae = 28 016, т, оч 


а, = Па T, А 0,009, 5 Обь = Я, ee = ы = 0,348с— 1 


Введем параметры 


ny A+B, ny |A+A,+A2 
= Tf 90,288, a, = 2 [= wy 0,869, 
Н\/ A+A, +A, 2 = н\/ A+B, зы 


После вычисления постоянных задача (49.4) принимает вид 


de _ df, 


“dt &, rs =&, 
2 = —a1£5~cos(B° + per) Ea, pct =cos(B° + ие) — ars, (49.5) 


&lio=0, $=1,2,4, &lrnoo=l. 
Если обозначить 21 = (61, £2), Z2 = (63, 4), то получим стандартную 
Форму сингулярно возмущенной задачи Коши 


dx, dz о 
=» bee Е(т, р), 2 |0=0, 22 l-o= 22, 
В = (Fn, Fe), Вит, и) = -@ то — cos (8° + ито) то», 
Е (т, р) = cos (8° + итога — 42%, 22 = (1,0). 
Мечание 49.1. На странице 128 дан рисунок гироскопа в кардановом подвесе. 
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Замечание 49.2. Вырожденная для (49.5) задача соответствует прецессионно 
модели движения гироскопа в кардановом подвесе [36]. Вырожденная Задача 
описывается уравнениями 


a _; x ы 
абы, Fi leo= 0, #=1,2, 
a irr, €5 leo $ (49.6) 


0 = —aj€; - cos 6° - £4, 0 = cos B”- & — ааа, 
которые имеют нулевое решение: &; = 0, i = 1,4. В размерных переменных 
решение прецессионной модели имеет вид 
= аа ap 


&=а’, В=р’, wo" ate (49° 


По теореме Тихонова 30.1, которой удовлетворяет задача (49.5), для любого 
значения Т > 0 найдется p,, не зависящая от $, м и такая, что решение 
задачи (49.5) существует и единственно при 0 < <Т, 0 <и<и,, 


jim Gm) =e О<««Т, #12 
dim бр =ё, о«<т, 1=3,4. 


Уменышение д до нуля для каждого конкретного гироскопа происходит 
при стремлении к нулю величины Я/Н. Здесь значение малого параметра 
фиксировано: p & 0,016. Отклонение точного решения задачи (49.1), (49.2) 
OT решения прецессионной модели можно получить с помошью результатов (49.7), 
(51.17), (55.6). На оси Т > 0 имеем: 


la — a] < la — a] + la - a] = 
Даа Jexp {-AT}- [B, cos (т) +B, sin (1) - 5: < 
< (2,57 + 8,92e74") . 1078+. 
+е`^т\/ 52+ 52 + [Dsl < 26,21" + 33,02'е-А" < 59,23". 


Здесь &, A, Я, D3, Dy — функции и постоянные из (51.17). Неравенства 1 
других переменных получаются аналогично. 


Результаты 49.1. Движение гироскопа в кардановом подвесе опис” 
вается в безразмерных переменных уравнениями (49.5). Приближений 
(прецессионная) модель движения гироскопа описывается уравнений 
ми (49.6). ПриТ > 0 справедливы следующие оценки для разности межд 
точным решением задачи о движении гироскопа и решением прецесс®” 
онной модели движения гироскопа: 


ja — &| < 26,206" + 33,011"е-АТ < 59,22", 
18 — Bl < 45,381" + 55,653"е-АТ < 101,04", 
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da da =o = a 5 
ею Зет + 0,2125е_АТ)с-! < 0,213с_\, 
ав dp 


< (9. 10-е ™" + 0,3694е_АТ)с-! < 0,370с`". 


здесь A, До — постоянные (51.17), (55.7). О прецессионной модели 
движения гироскопа смотрите в замечании 30.4. 


850. Применение метода пограничных функций 


50.1. Построение асимптотики 


Построим приближенное решение задачи (49.5) методом погранич- 
ных функций. В соответствии с $23 решение строится в виде суммы двух 
рядов (т = 2). Положим 

Bo pte 
&(t, р) = пы р) тт, р), T= д fan (50.1) 
Уравнения для 1; примут вид (смотрите (23.3), (49.5)) 


amy _ 4112 _ 
dt =, a = 74, 


4 3 
re = —a)m3— cos (8° + и), 
dm 5 
a = 60$ (68° + 712) тз — @2M4s 
an _ any. _ 
№» с ПИТЬ (50.2) 
dys 5 5 | 
Fp =-@1з— cos (8° + 2 + 722) (Па Naa) + с08(В° + рти2) M4, 


the 2 у 
32 =008(6° + ти + роз) (тз + 123) — cos (B° + wm2)M3 — 42%, 

lim (т, и) =0, #&=1,2, 

т>с 
_ Том) +150.) =0, 9=1,2,4, тз(,и) +7 (0,м)=1. 
Зункции yi ищем в виде 

(0) 
mi = MoE) + WAP +... 

neo (1) 
Mi = 1; (т) + рты (т)-+... - 


И дставим ряды (50.3) в уравнения (50.2), разложим левые и правые 
Ти уравнений в ряды по. степеням д, приравняем коэффициенты при 


АИнаковых степенях д. Получим следующие уравнения для функций nf: 


(50.3) 
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k=0 


©) о) 
dry _ то any _ то 
dt 13 dt 14 › 


0 о (0) о (0 0) 
= ~a,n{) - cos 6", 0 = cos 619 — ania 
о) 0 
ant, 20 dn) =0 
dr > dr - 
41 0 .ю ant) ° 0 0 
8 aig? соб, Lt = costa) вый, 


; (0) м 
Шт 7 (г) =0, #=1,2, 
700) +100) =0, 1=12,4 00+100=5 


1 1 
ат = fl an? =n? 
dt 8 dt it? 


df ) ы р 

Hr = aims) - с05 Aye + чар non, 
(0) 

dn о (1 wd ze (0 

Tae = 008 O'My — а — sin от, 


о an 


©) 
go ae 


: : (0) 
TB. = вт = со" + sin B* [12 (О) + 1 (ут + nbz nie > 
о = cos 0° 1 — aan) — sin 6° [n\3 


tim Yr) =0, PO) +7) =0, #=12; 7=14. 


(0 0) (0) 
(0) + non? + non], 


Решение уравнений имеет вид 
26, d= 54 gP=0, f= 1,3) 
nd =e" (coswr+bisinur), af) =e sinwr, 
a =—bs, WQ=—bs, 1-0, 1=3,4; oud 


i) =e "(bs coswr +b, sinw7), по) =е*( 


nm =0, #=3,4. 


bs coswT + bg sinwr), 
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здесь 
= 0.578, we 
2 
= 0,357, 
ae (50.5) 
wd; и 1 

b= — Fa = 0869, be = By 0,609, 

wh 5b, 
bs =~ 0,866, bg =~ y  -0.614. 


Из (50.1), (50.3), (50.4) следует, что нулевое приближение решения 
задачи (49.5) имеет вид 


Хо р) = (в, £02, €03, 604), 


&=0, &2=0, 3 =e (coswr я Ы sinwr), (50.6) 
buy = be" sinwr, T= р’ 


Первое приближение решения задачи (49.5) имеет вид 


X,(é, и) = (ви, 4, аз, 64), 
éu = pe (by cosw7r + by sinwT) — зи, 


(50.7) 


&2 = pe" (bs cos wr + bg sinwT) — bsp, 


&3=e (coswr + 9 этот), &4= be" sinwr, T= 


Замечание 50.1. Функция 72 (т, и) является пограничной функцией. Она вно- 
сит существенный вклад в асимптотическое разложение рещения задачи на интер- 
вале времени порядка д. Функция 7; (t, 4) является основным членом асимптоти- 
кина всем инт. ервале времени за исключением пограничного слоя, примыкающего 
точке t = 0 и стремящегося к нулю при р -+ 0. Отсюда следует, что слагаемые 
Mis к отвечают прецессионным и нутационным составляющим переменных, 
описывающих движение гироскопа; w — безразмерная частота нутационных 
Холебаний (о нутационных колебаниях смотрите в [36]. 


Замечание 50.2. В [29] приближенное решение задачи (49.5) построено в ви- 
“ асимптотики Васильевой (в виде суммы трех рядов). Использованная здесь 
имитотика является асимптотикой Васильевой —Иманалиева [8]. 


50.2. Применение теорем 28.1-28.4 к задаче (49.5) 


Нетрудно проверить, что задача (49.5) удовлетворяет условиям те- 


Pe Mout 28.1 (при любых значениях п > 0, T > 0) и теоремы 28.3 
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—. 


(при любых п > 0, к, = 0), так как матрица Uj(t,s) равна единич. 
ной: 0, (&, 3) = Е. Для теоремы 28.2 не выполняется неравенство (28.3) 
так как ||U,(¢, s){] = 1. Условия теоремы 28.4 выполняются, однако эл 
теорема слабее теоремы 28.3, поэтому ее не рассматриваем. 

По теореме 28.1 для любых T > 0, п > 0 найдутся значения п, > 4 
C,, не зависящие от $, р и такие, что решение задачи (49.5) существует 
единственно и удовлетворяет неравенству ||5(, р) — Xp(t, #)|| < С.и”+ 
mud<t<T,O< pg ps. 

По теореме 28.3 для любых значений п > 0, T > 0, х, 0< x < 1/2, 
найдутся pt, > 0, С,, С» > 0, не зависящие от t, р и такие, что реше- 
ние задачи (49.5) существует, единственно и удовлетворяег неравенству 
x(t, 2) — Xalt, | < и” (СР + С.) при Ot TeX, 0 < р <. 

Отсюда видно, что теоремы 28.1, 28.3 не гарантируют существование 
решения задачи (49.5), так как значение д в задаче (49.5) задано: р я 
0,016, а значение р, в теоремах 28.1, 28.3 неизвестно. 

Теорема 28.5 решает вопрос о существовании решения задачи (49.5} 
и дает оценки остаточного члена асимитотики и интервала времени. Более 
точные оценки получены в п. 50.3, где использовано не утверждевис 
теоремы 28.5, а метод ее доказательства. 


50.3. Оценка точности первого приближения решения 
Обозначим и! остаточный член асимптотики первого порядка: 
Ш=2-Х, w= Cn.) (и=&-&ь 1=1,4. (508) 


Оценим 111 ‚ следуя методу, использованному при доказательстве теоремы 
28.5 в $29. Из (49.5), (50.7), (50.8) найдем уравнения для (1;: 


on = баз, ae = (14, 
“a = —а1 3 ~ cos 6°Ci4 + Гз(ш,й), (503) 
4414 


ад EOS Bis — 901g + Гы(щ,1), 
Чью =0, #=1,4. 
Здесь 
| Гиз (ил, t) = [cos 6° — cos (6° + Ср + 9(4))] (© + be" sinwr), 
Ги, 2) = - [с0$ В° — cos (6° + из + 9(#))] x 
x [ora + e™ (cos шт + by sin wr)I, 


t 
i= —wbs + pre (bs cos шт + 66 тг), т=-. 
9 Г а 


Глава 6. Движение гироскопа в кардановом подвесе 259 


еее" 
Перейдем от задачи Коши (50.9) к интегральным уравнениям (так же, 
‚экв $29 сделан переход от уравнений (28.6) к уравнениям (29.10)): 


Cu) = | — да2(1з(#) + исоз0°С14(#) + 
#1 х 
+ / ] sin (°+@и(12(8) +09()) 48 [<12(3) + 9(8)] [cos 8°С13(8) + 
0 0 


+ а2Са(8) + cos °e™” coswa + (В cos 6° + aybz)e~” sinwa] as}, 


сабы) — 008 9° 13 (0) — паз (0) + 
т 
+ [ [== (B° + 41C12(s) +99(8)) 48 [иСиз(8) +9(8)| [—ar¢i3(s) + 
со 


+008 6°С1(3) — aye ©” созшо — (a,b; — 52 соз°)е зто] ast, 
(50.10) 


ri 
Gal ff sin (6° вби) +09(s)) ав [исчо 
09 


x {bsinw(7 — в) (1з(8) + [cosw(7 — в) + sinw(7— а) | С14(3) + 
+hoe созш(т — в) sinwo + 


+ bye” sinw(7 — в) (созша +261 sinwa)} do, 


rik 
cat) ff sin (6° высь) +09) ибо) коде 
оо 


x{[- cosw(7 — 0) +b; sinw(7 — в) | 13(s) + by sinw(r — 0) Cua(s) — 
—е ” cosw(r — 0)(coswo + 61 sinwo) + 


+e" sinw(r — в) [61 coswo + (52+ 52) ии] } 40, o= р 


ведем функции 
v(t) = max |6:(8)], #=1,4, (0) = шахон(®, 
O<s<t i=7, 
A= | sin (6° + ¢)). 


= max 
ионный [Josh VEE] 
Из (50.10) найдем неравенства для он: 


Я we {as + cos B°ur4(t) + file) [ora(t) + РЗ] x 


1 < fue, = 
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х [cos B’tv3(t) + ава (В + усе 26° + (61 cos 6° + aah + 


# filt) =| 
-—— 


$ cos В°®1з(#) + agv;4(t) + 


+ soos 26° + (by cose зы |}, (50.11) 


v(t) < fal, t) = wees cos B'u;3(t) + av, 4(8) + 


+ (9 [vie(t) + 11651] [arta + cos B°tvig(t) + 


? Fi (t)4/03 +b 
+6 [ah + (ab, ~ 0,008 °)| ое, 


1 
X | 1913 (4) + cos °чла(#) + 5 a} + (а — by cos 0°) | }. 


rc 


u(t) < fis(v, t) = eit) { [vr2(t) + #165] [boe13(t)+ 


ail Sat Soy bE Te 
+ 4/14 оч (@ + ные" + bpe7! bt 8) pee 


x [sent + 4\/ 1+ 714 (#) +bybe+ boe4/ 1+ a| | 


14 (#) < (0,8) = “rt [ura(t) + #65] [v 1+ Bfus(t)+ 


+ 6914 (6) + Pat + Bj +83) + xv (1 — bj — 85)? + 4 fe 
faa hes + 
i BEM * x [8y/ 1+ биз (6) + 8600) + 


8е 
+ e(1 +b; +83)" + e4/(1 — 8 — 83)? + |. 


Эти неравенства справедливы, если решение задачи (50.9) существу? 
на отрезке [0, ¢]. Из них следует: 


u(t) < 4) + М6 + с, 


a(t) = max АМ, E(m+ vive) }, 


62 + и? 
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o(t) = max | os п [бивни + feb re) + 
eae 
Иные фу) + (ы+:ув+и) |. 
Е (+ +8) +. a VB) + at 
OR ee NY cee 
стих { yah + (bs Беер (В+ Be), 
a Ye) (Ml IVE), 
О) 


Из доказательства теоремы 28.5 в § 29 следует: на множестве 
1-(t)>0, [1-59 -40@е>0 (50.12) 


решение задачи (50.9) (а значит, и задачи (49.5)) существует, единственно 
удовлетворяет неравенству 


.— 


_ 2¢ 
u(t) < д = РЕ (50.13) 


Решая (50.12) численно, получим: решение задачи (50.9) существует 
и единственно, по крайней мере, на отрезке 
0 <t < 2763,003. (50.14) 
Рассмотрим момент времени 


15° 
Е = А 327,327. 


Предположим, что vyu(t) < < 0 при 0 <t <. Тогда при O<t < ty 
`Праведливы неравенства 
Iult)l < out) < off) = filo, t1), 
fy — функции (50.11). Получили рекуррентные формулы 
- 5 = fu(o™, th), t=14 
Примем 


vo = vn(t)) = 0,431 - 10-3, 1=2,4. 
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Это возможно, так как 11;(#) < u(t) < ° (В) < чи (В). Значение of 


не Е А так как OHO не входит в формулы для f\;. Вычисляя off 
для п =1,2,..., получим: при 0 <¢ < В выполняются неравенства 


< < 0,249. 10, [rai < 0,159. 107%, 
|| < 0,194. 10-3, [dig] < 0,194. 107°. 
Сформулируем полученные результаты в размерных переменных 
используя (49.3), (50.7), (50.8), (50.14), (50.15). 
50.4. Результаты 


А. Решение задачи (49.1), (49.2) существует и единственно, по крайней 
мере, на интервале 


(50.15) 


O0<T < 2,110 мин. (50.16) 
Б. Приближенное решение задачи (49.1), (49.2) имеет вид 
а ay = а” +ехр {АТ} [Р: cos (MT) + Dasin (@т)] —-Ds, 
В = By = ° + exp{—AT} [Ds cos (MT) + Юз (OT)] — Ds, 


di ~ 
= 2 1 = exp {—AT} [9% cos (MT) + Dy sin (OT)], (50.17) 
dq 
Ч Ор = Drew {—AT}sin (07), 
1 т nz “i 
A= -( ——1_ +) & 792,088¢7!, 
(a 7a ita) 
ees Н? cos 28° i( ny Ny ys 
~V (A+A,+42(4+B:) 4\A4A,4+4. A+B, 
= 1116,853¢', 
[9 ny n2 9 
Ра] 
ь (аа as) ме + 
4. cos 6° = 
D; = ————— ~ 0,369¢"," 
2 ов) 
_ ОА Ait 42) _ = 
D; = = -1,27- 10 
: WD 
в 20 5 12 n3(A + Ay + 42) 4 
РВ. = Е | 0, 89-10 
; = В + 2H?(A +B) ee 
4 cos 8°(A + A; + A>) Py 
А : 
5 HD А: 2,20-10 
Я А cos д°(А+ A, +42) _ Е о 
1% = те #-1,56.107*, р= cos" + 5 
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В. На отрезке 0 < Т < 15 с справедливы неравенства 
la — a| < 0,047", |8 — Bil < 0,053", 
а d 50.18 
= — Qar| < 3,87. 107%c7! Е = On| <6,73-1075c7?, vas, 


851. Модификация метода пограничных функций 


51.1. Построение асимптотики 

Асимптотическое рещение задачи (49.5), построенное методом по- 
граничных функций, содержит секулярные члены (порядка и", 22) — 
слагаемые с множителем $. Эти слагаемые, кроме #, имеют множителем 
экспоненту с отрицательным показателем и поэтому не увеличиваются 
при # + со. Модифицируем метод пограничных функций таким образом, 
чтобы слагаемые с множителем # в асимптотике не появлялись. При этом 
точность решения улучшится. 

Модификация метода заключается в том, что некоторые параметры 
задачи рассматриваются как функции р, которые подбираются так, чтобы 
выполнялись требуемые условия. Этот прием аналогичен тому, что ис- 
пользовал А. М.Ляпунов при лахождении периодического решения [33]. 

Рассмотрим f° как функцию параметра р следующего вида: 


6° = +1 + WA, (51.1) 
де Yo, 7\ — искомые постоянные (не зависящие от t, р), Ay — 
искомая гладкая функция р. Решение задачи (49.5), (51.1) будем искать 
ввиде (50.1), где 


0 1 
ЕЕ ++... m= Wr) + wD) +... 612) 
Подставим ряды (51.2) и выражение (51.1) в уравнения (49.5), разложим 
левые и правые части уравнений в ряды по степеням р и приравняем 
коэффициенты при одинаковых степенях р. Получим уравнения для a? о 
[k= 0 


0 
diy? =7® ain = ao 
“a 3? ae 14> 


(0) Go 
a diy, 
0 = cos me - am, a =0, Than 


ws =O 
0 = ays) - сова), 


=0, 


dr 
ai ie dg) 
oS — a1) — со, =) = cos wit) — arty, 


jim 7 hj (т) = = 1,2, 


т (0) + 0 = =0, §=124 790) +790 =1; 


264 Часть 2. Задача Тихонова 


k=1 
1 
aay — #0) coh =7) 
dt 13? di 14> 
dingy) 0 0. 20-0 
EE = axis) — cos wing) + ай (ЙО +71)» 
diy) _ 2 el) gs a (0) (x (0) 
Eo OSA: — вй4 — sin roms (72 +)» 
diy) a) diy.’ = 
dr 2“ а ae | 
АМ = #1 : (i) 0) 0) 
р = в — cos ой +-sin yo [M2 (Ой ли +The (ОЙ +7821, 
diy 542 Фа <0), Op —(0) , Ox 
EA. = cos yoitss)—anihsg —sin о ia (ЯЗ +n) ++ (ИЗ +S Hs, 


lim WT) =0, $=12, TY O+APO)=0, F=T4. 


Решение написанных уравнений имеет вид 


WO =0, +=14; FM =0, 1=1,2; 
5 


О =e" (созбт +csindr), 19 = ce" sindr, 


а = а : 
70 =-c;, ПО = с, ql? =0, i=3,4, 


=() 


7 = е® (сз cos@r+c4sin@r), ро = e "(cs cosiir + cg sin@r), , 


Ih = 
wy = 712 sine” [- сит совёт + (т+ ao) эта], 


A? = и sin ye" [- (1+ @)тсозбт + fd" sindr], 


(51.3) 
где 
1 № а! — а}? 
б= 5 (и +a), @= 4 с052% — bee 
2 4 
_ @а-а _ ©0579 т + Gey (51.4) 
og я OO Re 
& — bc, Bez бе 
64 = &=-—— о 


+5? па’ “Па 
Потребуем, чтобы в асимптотике отсутствовали секулярные члене" 
Тогда, предполагая, что Yo близко к 6° и, значит, 


sin yo 72 0, (51.5) 
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—— 


из (51-3) получим 7 = 0. Из (50.1), (51.2), (51.3) получим асимптотику 
решения задачи (49.5), (51.1) с точностью до членов порядка О(и?): 
Хр) = 6,5,6,8), 
& = pe" (сз cos т +- cy sin Gr) — esp, 
& = pe (cs cos Wr + сб sinGr) — esp, (51.6) 
= = t 
&= e (соз бт + < щит), & = се" тат, T= Ро 


Здесь осталась неопределенной постоянная yy. Ее выберем ниже при 
оценке остаточного члена. 

51.2. О точности асимптотического решения 

Обозначим и остаточный член модифицированной асимптотики: 


u=2-X, 41=(6,6G,4) G=6&-&, i=14 (51.7) 
Из (49.5), (51.6) найдем уравнения для (;: 


а 4 
г =G, = =, | г = —@1(3 — cos 904 + Гз(и, 1), 


ре = 6087063 — 4264 + Г4(и, 1), рю =0, #=1,4. 


(51.8) 


Здесь 
Гз(и, 1) = [cos yo — cos (yo + uC. + G(t)) ] (Ga + coe” зньбт), 
T4(u, t) = — [057% — cos (yo + и +9(#))] [Gs +e" (costir +e; зат], 
5) = (Ay — cs) + we (cs созбт + везёт), т= =. 


Выберем Ay так, чтобы в 9(t) исключить члены без экспоненциаль- 
чото множителя. Тогда Ay = cs. Формула (51.1) примет вид 6° = Yo+p7es. 
Отсюда и из (51.4) получим уравнение для определения 70: 


р? с05 7% 


= Sf + ——__—. 51. 
®=В “ров я 


Соответственно формула для 9(#) примет вид 
Gt) = we" (cs сов бт + 6 sinDr). 
Перейдем от задачи Коши к интегральным уравнениям (так же, как 


$29 перешли от уравнений (28.6) к уравнениям (29.10)). Получим 


41 (8 = язы — разС3(1) + pcos YoCa(t) + 


+ 
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+ ff sin(ro+oucalo)+49(0) do [ucalo) +310) « 
со , 


x [cosyo¢3(s)-+a2¢4(s) +cosyoe © cosa +(e, cosyp-+a2c)e sina] asl, 


Glt)= mat — pcosaCa(t) — wayCa(t) + 
#1 
+ / / sin (¥o +-4462(8) + 69(8)) 40 [иС›()+9(3)] x 
оо 


4 


x [-4163(8) + cos-yoCa(s) — are” costa — (a,c) — с cosyo)e.’” $150] as}, 


т1 
= / [* (Yo + 95,3) + 09(5)) dO [p262(s) + 9(з)] ero) х 
00 


x {со зп бт — 0) 03(s) + [cos@(7 — в) + с! sin (7 — в)] (4(з) + 


+e" созб(т — в) sinc + сое ®° sin&i(r — в) (сов бо + 2 зто) } do, 


# 1 
c= ff sia (m+ Opals) + 05(s)) виска) +9] е` "9х 
о 


x { [ - cos G(r — в) + си sin(r — в) G(s) + со sinG(7 — 0) ¢4(s) - 
— e~ созб(т — в) (0550 + с1 sin Bo) + 
+e sin B(r — в) [1 cos Bo + (с! + 3) sina] } do. 


Отсюда следует: если решение задачи (51.8) существует на отрезке 
[0, t], то справедливы неравенства 


[62 Е {водное + 
t 
+0 | (Idals)i+ny/+eee™) - [cosralia(e)l+arlta(s)l+ (5119 
о 


+4/ со? 0 + (с1 cosy асов] 43 } ы 
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Ся сока ОЛ | (вне) 
0 


х [a I¢3(8)| +cosyol¢s(s)|+-4/ a7 + (aie ~e,c0870)?e"*"| as . 


IG@®| < nF) | (leas) +0 [e+ de®)e tr) р 
0 
x [ealgs(s)1 + y/1 + elkals)i + (+ 1+ 4) ere] do, 
Kat < nF f (alo + marae ert? x 
0 


x [1/1 +16) + exlea(s)l + 


+50 4+d+ des уа-а- ay race] a. 


Здесь 
Ло = тах |sin(yo+¢)|, vi(t) = шах |6:(8), #=Т,4. 
Ki<un)te are ast 
Из (51.10) получим неравенства для 1;: 
7? 
nl) < fie, t= Paw [ant +.cosyov,4(t) + 


+fi(t) [ate + 3 Vf S+ al [cos-yous(t) + a2v4(t)]+ 
+ aie \ 052470 + (с1 60570 + a2€2)? [pe + eV < +4] }. 


w(t) < fo(v,t)= в { 05/7093 (#) + a, v4 (t) + 


(51.11) 


2 
+F(t) [ea + =. Vet а] [arv3(t) +cosyova(t)] + 


+O fave — cos)? [9+5 уа+а \, 
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< ед = #79 nO ont +5 Lara] [sont уни] + 
+ HO (+ ла) [PP averd, 

nt) < At) = 22 os A/a] [Vireo +m] + 
+79 т. [уз 


Отсюда следует неравенство для %(#) = тах; (®: 
1=24 


v(t) <a(t)v?(t) +56 (0 +5, 


Е (a1 + оз) ye / 
a(t) = max Чи fam 6 ©-+\/1+ al ps 


Fem pt [еее (1446 B+ a)+ 


+E a+ (aye, — e00870)?] F 
=| B+8(cr+ 1+2 +е(а+ 1+4)], 


# 
5 
ac 4+4 (c+ 1+ a) +5 (+а+9)+ 


+3¥-4-ar+adl], 
teh аи sas yal + (are елок 
6 $ e+e У 1 ь 
1 
$ (a+ 14+) 454+ а-я +4] }. 


Следуя доказательству теоремы 28.5 в $ 29, из (51.12) получим: на мно" 
жестве 


(51.12) 


1-$>0, (1-8)? -4a(t)e>0 (51.13) 
решение задачи (51.8) (а значит и задачи (49.5)) существует, emnucTBeHH? 
и удовлетворяет неравенству 
26 


ребра Бы BP dee 


v(t) < H(t) = 
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pn 


Приведем результаты численных расчетов по формулам (51.4), (51.9), 
(51-12), (51-13): 
6 = 0,578, &0,816, Yo & 30,013", 
с © 0,357, с> & 1,062, сз = —0,870, сл = 0,609, 


с = —0,866, cs 0,614, 60,019, tf 176. 10%. 


Интервал существования решения задач (51.8) и (49.5), по крайней мере, 
следующий: 

0 <t < 74577,377. (51.14) 
Отметим, что условие (51.5) выполняется. Оценим решение задачи (51.8) 


на отрезке 
15 
О<Е<н = — я 327,327. 
т. 
При 0 < # < В справедливы неравенства |:(#)| < uf” = (и, в), rae 
fi — функции (51.11). Положим 5 =v = Ww = (#1) = 1,80. 10—*. 
Вычисляя о) при n = 1,2,..., получим: при 0 < Ё < В справедливы 
неравенства : 
141 < 5,31-10°°, — |$1<3,23. 1055, (51.15) 
1@1<8,79-10°, 1G 1<8,79-10°°. | 
Сформулируем полученные результаты для размерных переменных, 
используя формулы (49.3), (51.6), (51.7), (51.14), (51.15). 
51.3. Результаты 


А. Решение задачи (49.1), (49.2) существует и единственно, по крайней 
мере, на отрезке 
О<Т< 56,959 мин. (51.16) 


Б. Приближенное решение задачи (49.1), (49.2), построенное модифи- 
цированным методом пограничных функций, имеет вид 


a © &= a” + exp {—AT} [Dy cos (AT) + Бу sin (ОТ)] — Ds, 
B&B =p’ + exp {-Ат} [Ds cos (OT) + De sin (OT)] - Ds, 


Ча = a 
Fr © Йа = exp {—AT} [ма cos (QT) + Dy sin (9Т)|, (51.17) 
| > ee: 
ae Яр = Dy exp {—AT} sin (OT). 
1 ny п? —1 
АЕ) = 792,088c7!, 
(ate tas) is 
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a= Н? cos 295 i( nm ny ) 
У (A+414+-4,)(A+B,)) 4\А+А+А A+B, 
= 1116,693с` ', 
% ny nz ) Ee: 
D = ( - 2 0,071< ', 
17756 \ ААА, АВ, 
cai OH 
› = pal eae LI я 0,369с- 1, 
Q(A + В!) 
mi 25 (A + Ay +A а 
5, = — aA + Art 4) _ 1 97.419 + 
Н?р 
ws 2% пт 1n3(A + Ay + Ad) 4 
Dy =a А  0,89- 1074, 
4 a5 | 1+ Sa ~~ 2H{A+ By) 
2 2% A+A 
‚= 02505 (4 + Ar + Ar) 9 99. 10-4. 
HD 
a А +A 
5 _ _ ба сов (А + 1+ 2) a 1,56- 1074, 
нор 
p= 2 NN 
= 008 "0+ Fr» 


Yo — корень уравнения 


2 , (A+ А! + Az) cos 90 


Y=B + ‚ = 30,013°. 


HD 
В. На отрезке 0 < T < 15 c справедливы неравенства 
ja — &| < 0,011", \@ - Bl < 0,011", 
da = wifi cs ав = gy (51.18) 
a 7 Bal < 76-10 ть |-> < 36-10 5-1. 


Замечание 51.1. Выбор Ay позволил убрать секулярные члены в коэффициен- 
те b в неравенстве (51.12). При этом улучшилась оценка интервала существования 
решения и оценка точности решения (сравните (50.16), (50.18) с (51.16), (51.18). 


$52. Применение метода двух параметров 


Нетрудно проверить, что задача (49.5) удовлетворяет условиям теорем 
43.1, 43.3, 43.5, 43.7. Однако эти теоремы оказываются для задачи (49.5) 
бесполезными, так как их утверждения справедливы для sHayeHMl > 
меньших jy. Значение р, неизвестно, а значение малого параметра 
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5 (49.5) фиксировано. Отметим, что условия теорем 43.4 и 43.8 также вы- 
полняются, однако эти теоремы слабее, чем теоремы 43.3, 43.7, и поэтому 
не рассматриваются. 

Задача (49.5) удовлетворяет условиям теоремы 43.9 при любых зна- 
чениях ft, > 0, T > 0. Поэтому для заданного p найлется такое значение 
i, > 0, что на множестве 0 < # < é,: 1) решение задачи (49.5) существует 
и единственно; 2) ряд, построенный методом двух параметров, сходится 
крешению задачи (49.5). Однако построить ряд целиком не представляет- 
ся возможным. Найдем лишь первый член (порядка нулевой степени =). 
Для этого рассмотрим следующую задачу с двумя малыми параметрами: 


а dw 
a iy ee Si, 
a a 
dw; 5 
— = —4,W; - cos (f° + ew ) wa, 
arr 1103 (в 2) Wa (52.1) 


dw, Е 
в = 008 (8° + ewr)w3 — ара, 
w; |o= 0, $ = 1,2, 4, ws |p = 1. 
Сравнивая задачи (49.5), (52.1), получаем: 
& = wi =» i= 1,4. 
Будем искать решение задачи (52.1) в виде 
= и (О +еи+..., 1=14. (52.2) 


При этом предполагаем, что @1, а2, f°, и от Е не зависят. Подставим 
Ряды (52.2) в уравнения (52.1), разложим левые и правые части уравнений 
в ряды по степеням = и приравняем коэффициенты при одинаковых сте- 


пенях =. Получим следующие уравнения для функций w(t) при k = 0: 


) 
awe 9 _ в 


i а, 
(0) (0) 
dw 3 dw, 3 
Г? > = -a,w” — cos 6 wo, pa = cos В w - aw”, 


w(0)=0, `#=1,2,4, w(0) =1. 
р шение задачи имеет вид 
w” = pe "(bs coswr + by sinwr) — взр, 


w? = pe * (bs cos wr + bg зп шт) — bsp, (52.3) 


= t 
w =e ® (cos шт +b, sinwr), w? =be"sinwr, T= р 
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—= 
где 6, w, b; задаются формулами (50.5). Отсюда и из (50.7) следует, что 
9 =аь 1=Т4. 
Таким образом, нулевое приближение решения задачи (49.5), полученное 
методом двух параметров, совпадает с первым приближением решения 
этой задачи, полученным методом пограничных функций. Оценка точ. 
ности ‘этого приближения рассмотрена в п. 50.3. Таким образом, для 


размерных переменных результаты, полученные методом двух параме- 
тров, совпадают с результатами п. 50.4. 


$53. Модификация метода двух параметров 


В асимптотике (52.2) решения задачи (52.1) есть секулярные члены 
(порядка ef, k > 1) — слагаемые, содержащие множителем незави- 
симую переменную #. Чтобы исключить эти слагаемые (и тем самым 
улучшить оценку точности приближенного решения), будем рассматри- 
вать f° в (52.1) как гладкую функцию =. Ограничиваясь в асимптотике 
слагаемыми порядка e° = 1, положим 


f° =Fo+eAy, (53.1) 


тде % — искомая постоянная, не зависящая or t, 5; Ay — искомая 
гладкая функция =. Решение задачи (52.1), (53.1) ищем в виде 


= 80 (1) + ew) +.... 


Для a имеем 
(0) 
ai? 50 aia? — 29 
dt 3’ dt a? 
540) (0) 
dw dy, = 
ae ИВ в: — COs otk”, pa = cos oa” - ai”, 


@0)=0, 1=1,2,4, a0) =1. 
Решение задачи имеет вид 
a = pe (сз cos ir + са sin Gr) ~ сзи, 
GB = pe" (cs созбт + cg sinwr) — esp, (53.2) 
60 =e" (cosGr+csindr), в = се" шаг, т= о 


где д, &, с; задаются формулами (51.4). Отсюда и из (51.6) следует: 


HW =ё, i=T4 
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В формулах (53.2) нет секулярных членов, поэтому на данном шаге 
приближенного интегрирования Yo, Ay остаются неизвестными. Уравне- 
ния для них получим, рассматривая остаточный член 


и= (41,2, 3, 4), &=[ш- at”)... =&-&. 


Исследование остаточного члена проведено в п. 51.2. Из него следует: 
% = %, Ay = 0, уравнение для Yo имеет вид (51.9). Таким образом, 
результаты, полученные модифицированным методом двух параметров, 
совпадают с результатами п. 51.3. 


$54. Применение второго метода Ляпунова 


54.1. Применение теоремы 28.6 к задаче (49.5) 


Решение задачи (49.5) можно оценить, используя второй метод Ля- 
пунова из п. 28.3. Для этого рассмотрим функцию Ляпунова 


2, 2 
ite aie (54.1) 

Найдем производную этой функции в силу системы (49.5): 

dA, dé y 
7 =8 = + & a р (ав +8). (54.2) 
Обозначим # = > &). Тогда при || || = 4 справедливы соотношения 
Е 4 
A> 5marleiieo= Е =9. 


Поэтому при 6 = 4, p = 42/2 и любых 4 > 0, ji > 0 задача (49.5) и функ- 
ция (54.1) удовлетворяют условиям теоремы 28.6. Множество (28.14) для 
задачи (49.5) имеет вид 


a 1 
О<р<р, а>ь Р> 5: 
Поэтому для любых значений р, 4 > 1 решение задачи (49.5) существует, 
‘динственно и удовлетворяет неравенствам 


| 86 р) <а, | &a(t, р) |< 
При ОЗЕЗЬ, t < 00, t, = 2,(u) > 0. Из (28.15) следует неравенство 
G+ aire < 1/2. Поэтому 
G+E<1 IGl<l, ХЕ при О<ЕЗЬ. 


Таким образом, теорема 28.6 гарантирует наличие ненулевого ин- 
Тервала. существования для решения задачи (49. 5) и дает на нем оценку 
Ункций &, &4. 
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54.2. Существование решения на полуоси # > 0 
Из (54.2) следуют неравенства 


dA к 
“dt < Hh ' min{ar, az} . (G + а) — ~2KoA, 


Ko =p! min{a,, a2}, A < A° exp {—2Kot}. 


Здесь A° — значение A при t = 0, A° = 1/2. Из (49.5), (54.1), (54.3 
следует: если решение задачи (49. 5) существует на отрезке [0,1], 1 
справедливы соотношения 


(54.3) 


t 
| & |< У2А <exp{-Kot}, #=3,4, G = [в=@ 45, 
0 


: (54.4) 
16 < fl geal) 1 de < а" - om (Kol), 
0 


j=1,2. 


Из теоремы о существовании и единственности решения системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений [4] следует: найдется такое 
значение ty > 0, что: 1) при 0 < t < В решение задачи (49.5) существует, 


единственно и непрерывно, 2) если & < со, ло шах 1&(8)| -+ co при 
O<s<ti=T4 


t — to (иначе рещение можно было бы продолжить). Из (54.4) следует, 
что функции &;(#) ограничены. Поэтому & = со. Переходя к размерным 
переменным по формулам (49.3), получим следующие результаты. 


54.3. Результаты 


А. Решение задачи (49.1), (49.2) существует и единственно при Т > 0. 
Б. При Т > 0 справедливы неравенства 


ap ole ~KT 
= Ve 
A+ A; + A КТ 
[В - 9" < А+ 1-е г 
A+B, ( ) (545 
Е gfe Ay 
A+B, . 


5 ny 2 т 
K = мм, А 394 '. 
И = 


| каре, 
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В. При 0 <Т < 15 с справедливы оценки 
la ~ а°| < 1747, |6 — Bl < 3,037, 
da ap 
а ат 


(54.6) 


< 0,2 ', < 0,348¢7!. 


Неравенства (54.6) следуют из (54.5) при подстановке численных значе- 
ний (49.2). 


855. Соединение метода пограничных функций 
и метода двух параметров со вторым 
методом Ляпунова 


55.1. Улучшение оценки асимптотического решения (51.6) 


Из результатов $ 54 и из формул (51.6), (51.7), (54.4) следует, что 
решение задачи (49.5) существует на всей полуоси # > 0 и удовлетворяет 
следующим соотношениям: 


и=2-Х, way.) IGEIG-S&ISIGI+16L #=14, 
|< < Ko’ [1 — exp {—Kot}] + |пехр{—6т} (сз созбт + cq sin@ir) — esp| < 
< Кб! + си + в / + @ехр{-6т}, | 
|6! < Ко ' [1 — exp {—Kot}] + [рехр{—6т} (с cos@r + ¢¢ singir) — esp| < 


< Ко! + les + ay + @ехр{-5т}, 


Gl < exp {--Kot} + | exp {—67}(cosiir + сл зая") | < 
<ехр{-бт} + \/1-+ ¢ exp {-6т}, 
Gal < exp {—Kot} + |e exp{—67} зн т | < exp {-60т} + & exp {-6т}, 
где 
=. 6 
Ko=p™ min{a;,a)}, д = min 1 a), a, af (55.1) 
Таким образом, при п = 1, #> 0 справедливы неравенства 
I(t) < PEW? + PY exp {dor} + РР exp {-6r}, 
КО! < PA? exp {бт} + PS? exp {Sr}, (55.2) 


t 
$=1,2, 1=3,4, T=-, 
; в 
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тде 


Ро = Ко! + ед, РФ =0, РО =руа+а, 
Ро = К + р, PY =0, Py) =ру&+а, (553) 


Blat, Magted, Pt, Bf =a. 


Предположим, что для некоторого значения п > 1 при # 2 0 спра. 
ведливы неравенства (55.2). Тогда при ¢ > 0 справедливы неравенства, 
которые получаются, если в правые части (51.10) вместо |6:(#)|, |8] 
подставить их оценки (55.2). После вычисления интегралов, используя 
соотношения . 

exp {ат} — ехр {—67} < ехр{-ат} при 0<a<b, 
техр {—6т} < (6- 6) 1 exp {-1 — бт}, 
6 — 26 & (6-60)/ (6-260) 
— е” о 
50 (; - = 
из (51.10) получим неравенства на оси t > 0: 
I(t)! < PO + P™ exp {бт} +P exp {-6r}, 
СКО < PA? exp {-бт} + РО exp {—6r}, (55.4) 


t 
$=1,2, j=3,4, т=-. 
в 


exp {—260т} — exp {—dr} < 


Здесь 


Р® = 9 (ал, 42), Р® = ги [ape + сов Pe}, 


a 1 1 
B= pigloentir sare 


PM = 941,42), PY = Qa(gir. 432). 
#=12, 71=3,4, k=1,2, 


— ри-0 (4 , 4 pe 1) | 91 42 ‘ 
Q1(41, G2) = Py (2 + =) + я [# +58] + (55.5) 
(п-1) Ч! 42 
вы ну [43+] 
Q2(q1, @2) = 5 (4 + 2) pg» +9410, 


Q3(q1, в) = eat + [PSY +n/a+el (2 + =). 
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2 
_ wh =i {1-1 
ия [ово + ар i ‚ 
whe (n—1) (n-1) 2 2 
= уе | 7оР» + а2Рз ’ + \/ cosy + (c1 cos Yo + а2с2)? |, 
_ wh ped pod) 
a= aaa [м 31 + COS Yo Ру ], 


2 
ti № = 
2 = oH a PS 7 + сов Ре + у a} + (a,c; — с2 cosy)?} , 
Bi =H [ars ++ ав $ 


Че = Л, [ее +\/1+ 22679 + ао +/+ dl 3 


941 = Bs [у 1+ ape) + arf] : 


й т, 1 
w= nf. [она 9 sare ти+ 4+8 


s5V-d- ay +4] 


| (6-6)е]' при 6 = 2%, 


(8) ~'[5o/(5 — 5p)]%-®/E-2%) при 6 > 260, 


i= max | sin (yo + ¢)I- 
Kcl<a [Pg Pe PE”) нета 


р Неравенства (55.4) совпадают с (55.2), если в (55.2) заменить п на 
nade g Таким образом, по индукции получаем: при любом п > 0 наоси & > 
1 раведливы неравенства (55.4), где коэффициенты р") вычисляются 
м Формулам {55.3) при п = 0 и по рекуррентным формулам (55.5) 
о п > 1. Числа 6, G, cy, бо, Ко вычисляются по формулам (51.4), 
\ 5.1), Yo — корень уравнения (51.9). Вычисляя коэффициенты pe) при 
< 0,1,...и переходя к размерным переменным по формулам (49.3), 


А 
6 3 
16), (51.7), получим следующие результаты. 
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55.2. Результаты 
А. Решение задачи (49.1), (49.2) существует при Т 20 и Удовлетворяет 


неравенствам 
ю-а| < (2,57 + 8,92е-^") i, . (55.6) 
в-Я< oe + 1,044") «1077, 
FS - By ie + 70337е-^"). 10-9с—!, 
dp =Aot -AT 9-1 
= ~ ts] < i + 122309e4") . 10-97, 


me &, В, Qe, Ig, A — функции и параметр в (51.17), 


п. А = 
Ao = min ds 2 3 ~393,701e!. (55.7) 


А+А +4)’ A+B,’ 2 
Отметим, что в (55.6) использовано неравенство exp {—AgT} < 1 

Б. При Т > 0 справедливы оценки 

ja — & < 0,024", |8В-В< 0,027", (55.8) 


da = 
a 


ав - 
< 7,04. 10-571, Fa = a,| < 1.23.1047, 
которые следуют из (55.6). 


856. Движение гироскопа в кардановом подвесе 
и регулярно возмущенная задача Коши 
Перейдем от задачи Тихонова к регулярно возмущенной задаче Коши 
так, как это сделано в $ 58. Для этого в уравнениях (49.5) в качестве не- 


зависимой переменной рассмотрим быстрое время т. Уравнения примуГ 
вид 


Bigs, St =u, (56.1) 
2 = —ayé3 — cos (8° + и), a = cos (8° + р); — ar€s, 
&lroo=0, #=1,2,4, & lroo=l 


Первое приближение решения задачи (56.1), построенное методом 
малого параметра Пуанкаре из п. 1.2, имеет вид 


ая = pe" (bs cos wr + by sin от) — ви, (562) 
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6 =& = pe "(bs coswr + bg зтшт) — bsp, 
& © &i3 = e "(coswr+bjsinwr), ца = Бе "sinwr, T= -. 


аким образом, первое приближение (56.2) решения задачи (49.5), по- 
‚троенное методом малого параметра Пуанкаре, совпадает с первым при- 
ближением (50.7), построенным методом пограничных функций, и с Hy- 
левым приближением (52.3), построенным методом двух параметров. 
Можно модифицировать метод малого параметра Пуанкаре так же, как 
была сделана модификация метода двух параметров в $ 53. Результаты 
модификации совпадают с результатами двух других модифицированных 
методов. Оценку точности решения в размерных переменных смотрите 
зп. 55.2. 

Отметим, что задача (56.1) удовлетворяет условиям теорем 58.1, 58.2, 
из которых следует, что функции (56.2) хорошо приближают решение за- 
зачи (56.1) на интервале времени т порядка и`' и решение задачи (49.5) 
на отрезке переменной #. Как следует из п. 55.2, модифицированный 
метод Пуанкаре дает хорошее приближение решения задачи (56.1) на по- 
луоси т > 0 и решения задачи (49.5) на полуоси t > 0. 


$57. Выводы главы 6 


В главе 6 рассмотрена задача о движении гироскопа в кардановом 
подвесе. В $ 49 эта задача приведена к задаче Тихонова. 

B §50, $ 51 рассмотрен метод пограничных функций и модифициро- 
анный метод пограничных функций. В $52, $ 53 рассмотрен метод двух 
параметров и модифицированный метод двух параметров. Оба метода — 
метод пограничных функций и метод двух параметров — дали одинако- 
вые результаты. Модификация этих методов улучитила оценку точности 
«имптотического решения. 

В $54 рассмотрен второй метод Ляпунова. Доказано существование 
шения на всей полуоси T > 0. 

В $55 второй метод Ляпунова соединен с модифицированными 
У\етодами пограничных функций и двух параметров. Получена хорошая 
щенка точности асимитотического решения на всей полуоси Т > 0. 

В $56 сделан переход от задачи Тихонова к регулярно возмущенной 

че Коши заменой независимой переменной # на быстрое время т. 

я построения решения использован метод Малого параметра Пуанка- 
Х из $1. Получились результаты, совпадающие с результатами метода 
граничных функций и метода двух параметров. 


Глава 7 


Дополнение 


$58. Задача Тихонова и регулярно возмущенная 
задача Коши 


Рассмотрим автономную задачу 
dz; ° 
= F(a, и), Фил = 21(u), (58.1) 


4х 
po = Е, и), alo ==. 
Здесь m = 2; 2;, Е, т} — М;-мерные векторы, i = 1,2. 

При выполнении соответствующих условий (58.1} — задача Тихоно- 
ва, и ее решение может быть построено методом пограничных функций 
и методом двух параметров. В этом параграфе рассмотрим метод малого 
параметра Пуанкаре. Для этого перейдем к новой независимой перемен- 
ной — быстрому времени т = t/e™ и переобозначим малый параметр: 
Е = р. Получим регулярно возмущенную задачу Коши 


dz, 


Te =e File), во = 210), (58.2) 


dz ° 
= = №(5т, Е), 22-0 = £3(€). 


Решение этой задачи, построенное методом малого параметра Пуанкаре, 
имеет вид 


z= > 2(r) ae (58.3) 


k=0 


Если в (58.2) перейти к переменной Ag = 2 — 2(r) — =°(=) + =°(0), 
то при аналитичности функций И, Е, х°’ будет справедлива теорема 
Пуанкаре 9.1, из которой следует: ряд Пуанкаре (58.3) сходится к решению 
задачи (58.2) на конечном отрезке переменной т при малых значениях 
Е]. Отсюда следует, что ряд 


со 
== > хи а) pt (58.4) 
k=0 
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сходится к решению задачи (58.1) на интервале переменной t порядка 
52 при малых значениях р > 0. Сформулируем условия, при которых 
сходимость ряда (58.4) к решению задачи (58.1) имеет место на конеч- 
ном отрезке ¢, а сходимость ряда (58.3) к решению задачи (58.2) — 
на интервале т порядка =. 

Условие 58.1. F,(0,0) =0, #=1,2, 21(0) =0. 

Этому условию можно удовлетворить переходом от х к новой пере- 
ненной (смотрите $ 26).. 


Условие 58.2. Функции F(a, и) аналитичны при x Е C(D,) С СМ, 

Ш ЗА, ВЕС, #=1,2. 

C(D,) — окрестность точки 2 = 0 в СМ, Пересечение C(D,) с ве- 
щественной плоскостью Im х = 0 совпадает с О;,. 


Условие 58.3. Функции x} (р) аналитичны при |p| < р, wp € C,i = 1,2. 


Условие 58.4. Матрица Н(т,0) = [(9Е,/9=>)(т, 0)]`' ограничена 
по норме при т Е П,. 
Условие 58.5. A. Собственные числа матрицы Аз, = (9Е/0т2)(0, 0) 
лежат в левой полуплоскости. 
Б. Точка =5(0) принадлежит области влияния D2, нулевой точки покоя 
уравнения 

ат 


— = Р(0,т2, 0). 58.5 
д: = 2,12, 0) (58.5) 


Здесь функция (5, и) представлена как № (21, 22, р). 


Условие 58.6. Множество 2® = {a:a =6y (т), т20, 0<O<1} 
принадлежит окрестности D,. 


Здесь g(r) = (0, 99 (т), (т) — решение уравнения (58.5) 
с начальным условием т2(0) = 12(0). 

Теорема 58.1. Пусть существует такая постоянная jt > 0, что 

выполняются условия 58.1--58.6. Тогда для любого Т > 0 найдется по- 

стоянная jt, > 0, не зависящая от $, и и такая, что на множестве 

ОЗЁ<Т, 0 < р < py: 1) решение задачи (58.1) существует и един- 

ственно; 2) ряд (58.4) сходится равномерно к решению задачи (58.1). 


Теорема 58.2. Пусть существует такая постоянная jt > 0, что 
выполняются условия 58.1—58.6. Тогда для любого T > 0 найдется по- 
стоянная Е, > 0, не зависящая от т, Е и такая, что на множестве 
О <т< ТЕ №, 0 ЗЕЕ»: 1) решение задачи (58.2) существует 
и единственно; 2) ряд (58.3) сходится равномерно к решению зада- 
чи (58.2). 
hi ие 58.1. Примеры 31.7-31.10 удовлетворяют условиям теоремы 58.1. 
“римеры 31.1, 31.11 удовлетворяет условиям теоремы 58.1, если вместо 21 ввести 
ременную Az, = z,— 2; e', Az, = 2, — 2° соответственно. Пример 31.4 
Зовлетворяет условиям теоремы 58.1 при |2°| < *. 
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Замечание 58.2. Ряды (58.3), (58.4) могут быть как асимитотическими (пример 
58.2), так и не асимптотическими (пример 58.1). 


Замечание 58.3. Метод доказательства теорем 58.1, 58.2 в $ 59 основан на по. 
строении для (58.3) мажорирующего ряда, равномерно сходящегося на множестве 
0 <т< 7/2, 0 < e е,. Как показывает пример 58.3, при т > 2 такиь 
мажоранты, вообще говоря, не существуют. Поэтому распространить теоремы 
58.1, 58.2 на случай т > 2 предложенным в $ 59 методом нельзя. 


Пример 58.1. Рассмотрим задачу 


dx 

т = +h, ти = 0, (58.6) 
dz. 

р = =~%, оо = 1. 


Перейдем к быстрому времени т = t/e и к параметру Е = ps: 

dz. 

a sex, +=’, afro =0, (58.7) 
OOo —22,  Zlpoo = 1 
ар =? = 


Нетрудно проверить, что условия теорем 58.1, 58.2 для залач (58.6), (58.7) 
выполняются при любом fi > 0. Решение задачи (58.7) в виде степенного ряда 
по € имеет вид 


ial ТЕТЕ 
«=> cpr te (58.8) 
k=? 
Переходя к переменной t и параметру д, получим 


в=У` a =e {1}. (58.9) 
kel 


Ряд (58.9) сходится равномерно к решению 


t 
21 =pe — в, вю [1] 
ub 


задачи (58.6) на множестве O<t << T, O< p< ц, при любых T>0, д, >0. 

При этом ряд (58.9) не является асимптотическим на отрезке 0 <# < T при 

р — 0, так как 2 = X(t, р) + O(a), Ya = р, Jim фьни/ь = 140. Здесь Xn 
pe 


частичная сумма ряда (58.9). 
Ряд (58.8) сходится равномерно к решению 


@=ee*-e, 22 =e" 


задачи (58.7) на множестве O< 7 < T/e, OX e < ев, при любых Т > 0, & >o 

При этом ряд (58.8) не является асимптотическим на множестве 0 < т < T/e при 

Е — 0, так как 2 = Х! (т, 2) +0(4.), pL=e, lim Ч =1#0. Здесь Xp ~ 
р 


частичная сумма ряда (58.8). 
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Пример 58.2. Рассмотрим задачу 


dz 
gq =e tH, Pilea =0, (58.10) 
dep т | 1 
—=- то = 1. 
в dt 2, 21t=0 
Перейдем к быстрому времени т = t/e и параметру Е = р: 
dz: 
Sen te, zl0=0, (58.11) 
dr 
dz, | 1 
— = —Z. г. =. 
ат 25 29=0 


Нетрудно проверить, что условия теорем 58.1, 58.2 для задач (58.10), (58.11} 
выполняются при любом й > 0. Построим решение в виде степенного ряда по Е: 


(re?) 
т 
т = У —н т2=е". (58.12) 
ket 
Вернемся к переменной # и параметру р: 
(р) t 
г! = > и’ 72 = EMP a 2 (58.13) 


Ряд (58.13) сходится равномерно к решению 


m=e*—1, 2, =e 


задачи (58.10) на множестве 0 << Т, 0 < р < py при любых T > 0, + > 0. 
При этом ряд (58.13) является асимптотическим на отрезке 0 < # < Т при и -> 0: 
z= X,(t, и) + O(u""). 

Здесь X,,(t, и) — частичная сумма ряда (58.13). 
Ряд (58.12) сходится равномерно к решению 
a =exp{re*}—1, 2 = ехр{-т} 


задачи (58.11) на множестве 0 <т < Т/ё, O<e <e, при любых Т > 0, =, > 0. 
Яри этом ряд (58.12) является асимитотическим на множестве 0 < т < T/e при 
= 0: 


#=Х, (т, 6) + О(=”*'). 
Злесь Х'(т,=) — частичная сумма ряда (58.12). 
Пример 58.3. Рассмотрим задачу 


dz 

ее = +p, Filo =0, (58.14) 
92: _ —= = =1 

Г “a. alto = 4, 

2 423 


Е =-, tleo = 1. 
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Перейдем к быстрому времени т = #/Е? и параметру € = д: 
a ==, zo =0, (58.15) 
dz, 
Gp ete 2250 = 1, 
dz 
a Ute Fs [=0= 1. 


Получили регулярно возмущенную задачу Коши. Построим степенные ряды для 
решения задачи (58.15): 


Бы Е ked —re)* a 
о, т eA DL, ай (58.16) 
k=1 


k=0 


Вернемся к переменной # и параметру и: 
— ¢ мо (-1)*и-* Ее 
a=) fo, == У` ( ao ay = exp { - tu}. (58.17) 
k=1 k=0 


На множестве t > 0, и > 0 ряды (58.17) сходятся к решению задачи (58.14): 
пеш’, m=e, ay =ек{ №”. 


Для ряда то в (58,16) не существует мажорирующего ряда, равномерно сходя- 
зцегося на множестве 0 Зт < Te, OSE < ft. Поэтому распространение 
теорем 58.1, 58.2 на случай т > 2 предложенным в $ 59 методом невозможно 
(смотрите замечание 58.3). 


$59. Доказательство теорем 58.1, 58.2 


59.1. Существование и единственность решения 

Нетрудно проверить, что при выполнении условий 58.1-58.6, при 
любых T>0,n>2>0n y(t) = 0 для задачи (58.1) справедлива Te 
орема 28.1. Поэтому найдутся м» > 0, С,: 1) не зависящие от &, # 
и такие, что при 0 <Ё < Т, 0 < р < р. решение задачи (58.1) сут 
ствует, единственно и удовлетворяет неравенству || — X4(é, и)|| < С, 
2) не зависящие OT T, и такие, что при 0 <т < Te ™, O<ex< р. реше- 
ние задачи (58.2) существует, единственно и удовлетворяет неравенствУ 
ja — Хо(т)| < Cye. Здесь 


2 
Kolb 4) =D зе) = WP) ==) = Kole), 69 
j= 


2)(r) — нулевое приближение решения задачи (58.2), 2 (7) = (0,29(r)): 
Хо(т), Xo(t, и) — первые члены рядов (58.3), (58.4). 
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59.2. Введение вспомогательной переменной 
Положим 
u = 2 — Хо(т) - (р) +=`(0). (59.2) 
Тогда из (58.1), (58.2) следует, что u является решением следующей задачи 
Коши: 
к; du; м 
>a Вит) и + @Ки,т, и), t=1,2, ubeo =0, (59.3) 
Вит) = F,,(Xo(7),0), К, =0, 
бит, м) =F, (и+Хо(т)+=°(и)-=°(0),и) —Fiz (Xo(r),0)u, 
бути) (u+Xo(r)+2° (4)—2°(0), 1) - Fy (Хо(т),0) - В, (Xo(r),0)w. 


Tak же, как был сделан переход от задачи (28.6) к (29.10), перейдем 
от (59.3) к интегральным уравнениям. Интегрирование по # заменим 
интегрированием по т. Параметр р заменим на Е. Получим 


(ть) = Н (щт,е),т, :), НЕ(Н,, Н)), (59.4) 


H, (u(r, =), т, =) = ~e™ Ру» (т) : 2 (т, =) ae ef / [Buntr, с, =) . wo, é)+ 
0 


te > Pyu(t, 0,5). 1 (u(o, £), 9, )] do, 
1=1 


Но (т, =), т, =) == / [Bun(r, 0, €)-u2(o,€)+ 
Г. 
2 


+> Par, 0,2). Gi (uo, =), 9, :)] do. 


1-1 
Из (28.7), (59.3) следуют формулы 


_ {ar дв on)" oF, 
вы | 8a (= да 


(Xo(r), 0), (59.5) 


OF, 
By, (т) = a (x0(7),0), r= 1,2, 


ам) = - | (=) | (xo(7),0), 
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aPi2.(o 
Ви1о(т, о, =) = —Vi(r, o, €) [-* Ви» (с) - Pias(o) ~ Paty 5 
Вэл (т, 0, =) = —Valr, 0) - В» (0) ‹ Prae(o) + 
№ 
+ 7 V2(r, р) - Bais(p) + Виз(р, с, =) dp, 
o 
Рицт,0,=) =Vj(7,0,€), Риз(т, 0,=) = Vilr, 0, =) - Pix(o), 
т 
Py(7, 0,5) = ] Vi(7, р) - Вал» (р). У(р, в, =) dp, 


o 
р 
Pra(r, 9,2) = (0,0) + | Valr, 0) Bale): Ражрьо,е) dp 
| с 
V(r, с, =) — матрица Коши системы 
dr 
= == Biu.(r) ть, (59.6) 
У2(т, <) — матрица Коши системы 
dr. 
a = By,(r) г. 
Задача (59.3) эквивалентна задаче (59.4). Построим ряд 


u(r, €) = > u(r) ef (59.7) 


k=0 
по формулам 


k-1 () 
w(r) =0, u(r) = Ё o> u(r) el, 7, 5) 3 (59.8) 
1=0 


Чтобы найти мажоранту ряда (59.7), сделаем предварительно некоторые 
оценки. 


59.3. Функции С; 


Из леммы 33.1 и из (59.1) следует, что при т > 0 функция Xo(7) 
существует, единственна, имеет производные любого порядка и удовле” 
творяет неравенствам 

NXo(r)Il = №) < С 


е-^", | аХо(т) се", (59.9) 


Глава 7. Дополнение 287 


де С, к — некоторые положительные постоянные. Из (59.3) и условия 
58.1 получим формулы 


бит, €) = [в (u+Xo(r)+2°(6) —2°(0), г) -F; (u+Xe(r), 0) | + (59.10) 
+[Fi(u+ Xo(r),0) ~ в (Xo(r), 0) — в, (Xo(r),0) «+ 


+ [в (Xo(r), 0) ~ F,(0, 0) (i=1), 
1 1 
Gi(u, 7,6) = / [лы / 2» (9:е)а01 + Fiu(Yi, „| dO e+ 
о 0 


1 


1 1 N ar. 
т | [ У. asic: (#5, 0) би 40,40 + у Е. (6Xo(r), 0) а Xo(r) =, 
оо dt о 


Y, =u+Xo(r) + 02°(e) - 0=°(0), У=00и+ Хот), &=Ь2. 


Из (59.9) м условий 58.2, 58.3, 58.6 следует: найдутся такие значения 
8>0, pr, О< py < wt, что при || < 6, lel <, ЕС", ЕСС 
подынтегральные функции в (59.10) аналитичны по и, =. Ноэтому при 
м] <5, 7 20, fel < Функции G;(u,7,¢) аналитичны по u, Е и, 
значит, разлагаются в сходящиеся ряды по степеням ц, Е. 

Чтобы построить мажорирующие ряды для С;, представим подынте- 
гральные функции в (59.10) по интегральной формуле Коши (3.2) в виде 
интегралов по контурам |u| = 6,...,|uv| = 6, |e] = ри. Так как произ- 
водные F;, 2° Ha этих контурах ограничены по норме, то отсюда получим 
мажорирующие ряды для функций G;: 


Gi(u, 7,6) < { 2 Е +... Ним) + = + (59.11) 


6-—wW—...-tN 


+C; 6%" wo} (argue), 720, #=1,2. 


Здесь постоянные не зависят от и, т, €. Для Хо(т) была использована 
оценка (59.9). 
59.4. Матрица У, 
По определению матрицы Коши Vi(7; 0, =) является решением сле- 
цей задачи: 
OVi(T, 0,6) _ 


a ЕЁ? Bi.(r)-Vi(r,0,€), (0, 0,=) =E. (59.12) 
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Из формулы (59.5) для Byy,, из непрерывности Хо(т) и из условий 58. 2, 
58.4, 58.6 следует, что при т > 0 функция Ви, (т) непрерывна и 
Ви» (т)! < Ch. (59.13) 


Отсюда и из теоремы о существовании и единственности решения линей_ 
ных дифференциальных уравнений [4] следует, что матрица У!(т, д, =) 
существует и единственна при 0 < д KT и любых значениях €. Зада- 
ча (59.12) удовлетворяет условиям теоремы Пуанкаре 9.1, если перейти 
or И kK Vi =" - Е. По этой теореме для любого т, > 0 найдется такое 
м & = =, (т,), что при 0 <т< ть, || < &, матрица У! аналитична 
no e*?, т.е. представима в виде схолящегося ряда 


со 
“U(r, в, в) = У у (т, в) =". (59.14) 
k=0 


Коэффициенты ряда найдем из интегрального уравнения, которому удо- 
влетворяет Vj: 


У, (т, о, =) = В+ =^? / Bi. (p) : Vilp, д, =) dp. 
Отсюда 
г 
Ут, о) =Е, У, с) = ] Вии. (р) - У А (р, о) dp. — (5945) 
в 


Покажем, что ряд (59.14) имеет мажоранту: 
И(т, 0, =) < exp {СЕ (т — 0) } (ав), 0<о<т. (59.16) 


Для этого предположим, что при [= 0, -1, 0 <о < т справедливы 

неравенства 

Cl (т- о)! 
i! у 

Тогда из (59.13), (59.15), (59.17) следует, что 


А 


: 
WMP ron < | ПВ. НИ Э(р, ol do < 
o 


Гао 4 hero) 


< и Г: 
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Отсюда, используя равенство НУ (т, o)|{ = 1, по индукцию получим, что 
при OST <тивсех >20 
ct (r-o)! 

k! : 


Таким образом, при 0 < o <7 и любых значениях = ряд (59.14) сходится 
и справедливо соотношение е (59. 16). 


59.5. Функции Bi, Ри 


Из леммы 37.1 следует: матрица V2(T, с) существует, единственна, 
непрерывно дифференцируема и удовлетворяет неравенству 
НУ (т, 0) < C exp {ко (т — в)} (59.18) 
при 0 < о < т (в лемме 37.1 матрица обозначена У ($, 3, 4)), Отсюда, 
из формул (59.5), условий 58.2, 58.4, 58.6 и из аналитичности У, следует, 
что при 0 < о < ти любых = функции Вио(т, в,=), Ры(т,0,=) (i = 
1,2; i= 1, 2) существуют, единственны, непрерывны по совокупности 
аргументов, аналитичны по € и, значит, разлагаются в сходящиеся ряды 


ло степеням =. Чтобы построить для разложений мажорирующие ряды, 
из (59.5), (59.9) и условий 58.2, 58.4, 58.6 получим соотношения 


oes в)! < 


Ва. (т)| < с, ПРижт)| < Са, (59.19) 
dP2(r)_ 9 [9Е(з,0) [ane a ахо(т) 
1 — 9 Oz, Oa, ат ’ 
=Хо(т) 


[ее аРо(т) |< < c|—e 4Хи(т) | <Се", 720. 


Отсюда и из (59. ых (59.13), (59. и (59.18) получим мажоранты для 
Функций Ву, Pas 


Brp(r, 0, =) < exp {Cye™ (7 — в)} [се + 6 e™] (arge), (59.20) 


Buy(r,0,£) < C exp {—кз(т ~ o)}+ 


т 


+ Fd exp { — к2(т — р) + Cye™(p ~ в) }dp (ce® +С =“) < 


< lc, exp {—K2(r — o)} + exp { Cye™(7.- в)} (Cre + Сэ a} (argc), 
Pys(r, 0, =) < exp {Cye**(r — 0) }(arge), 
Риз(т, 0, €) « Co exp {СЕ (т — о) } (are), 
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т 
Роцт, в, Е) < / C exp { — ко(т -— р) + Cie (p — 0) }dp < 


< Cy exp {Cye™*(r — с) }(arge), 
= Руз(т, 0,6) < C exp { — n2(r - 0) }+ 


т 
Ч Я C exp { — мо(т — р) + Сер в) dp < 
с 


< {= exp { — к2(т —0)} + Се? exp {СЕ (т - ay} (argc). 


59.6. Мажоранта для ряда (59.7) 
Рассмотрим функции 


Hi,(v, т, =) = Cyc (v, +... + oy) + (59.21) 


= 
Че +... + uw) 7 exp {СЕК (т — 0)} [Cse™ + =“ do+ 
0 


+ Со G(v, €) (1+ Си) [oo {Cye@(r —в)} 40+ 
0 


: 
+036" [om {Cye™(r — в) - ко} ас, 
о 


H,(v, 7, Е) = Е (и +... +0) / © exp {—к2(т — ©)}+ 
0 


4 вар {Слет — в)} (Coe + © e**) | do + С, G(v, €)x 
x / [Cu + C3) =? exp {Cye™(r — 0) } + Crp exp {-ко(т — o)}] da + 
0 


+ 
+03C 6% : exp {Cye*?(r — в) + ка} do, 
о 
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1 
б-%-... -5м 


С(,=) = о з 


jig написанных формул нетрудно получить соотношения 


Н,(о,т,=) < le (и +... -+ Oy) [с + Сехр {Сие} + (59.22) 
+C exp {сте} G(r, =) + СЕ ехр {сте} (argv, =), 
Но(и,т, =) « | (и +... +9) С +С exp {сте} + 

+ [Се {стею} +c] Gv, 2) + Ce* exp {се} (argv, €), 

H(v,7,6) <h(v, 7,6) = [ew Е® (vy 4... 4 oy) exp {сте} + 


+Cis exp {crre®} G(r, 5 (argv,e), Й=(Й,, Й)). 


Рассмотрим следующую систему уравнений относительно v: 
= В(о,т,г), d=1,N. (59.23) 
Эта система имеет два решения 
=... = м =ч, 
16 w — корень квадратного уравнения 
аи? ~bw+c=0 
‘коэффициентами 


a=N р +N (cs es Сие") exp {crre™}], (59.24) 


bs 6 р — NCyae™ exp {сте} ‚ СЕЕСрехр {Сте®} (1-6). 
смотрим решение, обращающееся в ноль при = = 0: 
2с 2 

=... =9м = ф(т, &), Т.Е) = -—=, ЕЁ - 4ас. 59.25 

1 м p( ) ra ) b+ Va ( ) 


Ma (59.24), (59.25) следует, что функция ф(т,=) аналитична по = при 
+Vd £0, d 40, ЕЁ, € € C. При |тЕЁ?| < С выполняется 
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неравенство | exp {Cre*?}| < exp {C\C}. Рассматривая ф как функцик 
двух переменных = и тЕ“, нетрудно получить: для любого T’ > т 
найдутся такие значения С, 2, что 0 < р? < в! и прит > 0 


с 
ф(т, =) < Gnas) Gare (argc). 


Поэтому для любого значения fy, 0 < р, < м2, функция ф(т, =) анали. 
тична по € и разлагается в ряд 


г 
%(т,=) = У vo) (т) =", : (59.26) 
k=0 
сходящийся равномерно на множестве 
720, lel Зи, (Т/т)\®}, (59.27) 
а, значит, и на множестве 
O<r<Te™, O<ec uy. (59.28) 


Коэффициенты ряда (59.26) можно получить из (59.22), (59.23): 


к () 
50 (г) = 0, (т) = | (x v(r) er, -)| ‚ @=1,М. (59.29) 


1=0 


Здесь (т) — положительные, монотонно возрастающие функции т 
на полуоси т > 0. 


59.7. Сходимость ряда (59.7) 


Предположим, что при т > 0,1 =0,k—-1, d=1,N функции и (т) 
существуют, единственны, непрерывны и удовлетворяют неравенству 


jw? (т)! < 5 (т). (59.30) 


Тогда из (59.4), (59.8), mie (59.19)-(5909), (59.29), (59.30) следует, что 


и) (т) существует, единственна, непрерывна при т > 0 и удовлетворяет 
соотношениям 


bu Eg @) 
C= | [в (57 we) ere) ] |< 
1=0 


< oe ие, =) +... +м(т, 5] + 


+0 fem {сев} { (Cse¥ се) [vi(o,e) +. : „Чина, )]+ 


0 
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kt (k) 
+(1 + Сю) С> E> (в) =", =) + Сз a io} < 
1=0 


< (a(S — 0 (r) ef, |”, 


1=0 


ius? (r)I = | [a(S У ur) eG r.e)]”| < {1 { [© exp {—-к2(т-©)} + 
=0 


0 


+exp {cre™(r - o)} (све + С =“) =? [v1(0,e) +.. +on(o,2)| + 


+[(en + Св) =? exp {cre™(r -в)} + Cy exp {—к2(т — | x 


k-1 (k) 

x2 a> 5 (в) =', :) + С3СиЕЁ exp {cre™(r -о)- ко} } in} & 

1-0 
1 


< [в,(у. 50 (т) ЕСТ, :)] в 


=0 
k-1 

lu (r)| < < (<) < es 90 (r)e!, 7, e)|” =; (т ), а=1,М. 
1=0 


Таким образом, неравенство (59.30) справедливо при I = k. Tak как 
(т) = 5 (т) = 0, то по индукции отсюда получаем: на полуоси т > 0 
ряд (59.26) мажорирует (59.7), поэтому ряд (59.7) сходится равномерно 
на множествах (59.27), (59.28). Коэффициенты ряда (59.7) существуют, 
динственны и непрерывны при т > 0. 


59.8. Окончание доказательства теорем 58.1, 58.2 


Из равномэрной сходимости ряда (59.7) и из соотношений (59.11), 
(59.20) следует, что подынтегральные выражения в (59.4) разлагаются 
В степенные ряды по €, равномерно сходящиеся на множестве, зада- 
ваемом неравенствами 0 < с < ти (59.27) при фиксированном т. 
Коэффициенты ряда непрерывны по ©. Поэтому ряды можно почленно 
интегрировать (интеграл от суммы ряда равен сумме интегралов от его 
Членов). Отсюда следует, что Н (u(r, =), т, e) разлагается в степенной ряд 
NO =, который сходится на множестве (59.28) и совпадает с рядом (59.7) 


по построению (59.7), смотрите формулы (59.8) }. Это означает, что 
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а 


сумма ряда (59.7) является решением уравнений (59.4) и, соответствен_ 
но, уравнений (59.3) на множестве (59.28). Отсюда, из (59.2) и условия 
58.3 следует: а) на множестве (59.28) ряд (58.3) сходится равномерно 
к решению задачи (58.2); 6) на множестве 0 <Ё<Т, O<U Sp, 
ряд (58.4) сходится равномерно х решению задачи (58.1). Теоремы 58.1, 
58.2 доказаны. При этом Е, = p,.0 


$60. Оценка нормы матрицы Коши, I 


Обозначим V(t, 3, и) матрицу Коши системы 


dr 
В i = A(t) т. 


Теорема 60.1. [12]. Пусть при 0 <t < T A(t) непрерывна и Re d;(t) < 
—2к < 0, 1 = 1, М. Тогда найдутся такие постоянные С, и, > 0, что 
при ОЗ 5 <Е<Т, 0 < р < р, выполняется неравенство 


ПУ < С exp {-к@- 9)". 


Теорема 60.2. [42]. Пусть при t > 0: a) A(t) непрерывна, ограничена 
по норме и удовлетворяет условию Липшица; 6) Ве №; (1) < —2к < 0, 
j = 1,N. Тогда найдутся такие постоянные С, и, > 0, что при 
0$ 3<8 0<р < p, выполняется неравенство 


ПУ, 8, wll <C exp { = — и}. 


Замечание 60.1. Настоящий параграф дополняет оценки, данные в § 13. 


$61. Выводы главы 7 


В главе 7 рассмотрены некоторые задачи, относящиеся к задаче 
Тихонова. 

В $58 сделан переход от автономной задачи Тихонова с т = 2 
к регулярно возмущенной задаче Коши заменой независимой перемен- 
ной # на быстрое время т. Решение построено в виде ряда Пуанкаре. 
Сформулированы теоремы о том, что при определенных условиях ряд 
Пуанкаре сходится к решенито задачи Тихонова на конечном отрезке 
переменной t (теорема 58.1) и к решению регулярно возмущенной задачи 
на интервале т порядка отрицательной степени малого параметра (тео- 
рема 58.2). Отметим, что теорема Пуанкаре 9.1 гарантирует сходимость 
ряда только на конечном отрезке переменной т, что означает сходимость 
на интервале # порядка положительной степени малого параметра. 

Примеры 58.1, 58.2 показывают, что ряд Пуанкаре может быть как 
асимптотическим, так и не асимптотическим. 
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Доказательство теорем 58.1, 58.2 дано в $ 59. Пример 58.3 показывает, 
что использованный метод доказательства не позволяет распространить 
теоремы 58.1, 58.2 на случай т > 2. 

В § 59 даны оценки нормы матрицы Kolin для сингулярных уравне- 
ний, дополняющие оценки из $ 13. 


$62. Выводы части 2 


В части 2 рассмотрена задача Тихонова — задача Коши для систе- 
мы обыкновенных дифференциальных уравнений с малыми параметрами 
при производных. Исследованием такой задачи занимались многие ма- 
тематики: А. Н. Тихонов, И. С. Градштейн, А. Б. Васильева, В. Ф. Бутузов, 
С.А.Ломов, В. В. Стрыгин, В. А. Соболев, А. И. Климушев, Н. Н. Красов- 
ский, Б. С. Разумихин и другие. Среди опубликованных работ отметим 
монографии [10, 11, 32, 42], в которых предложены разные подходы 
к исследованию задачи Тихонова. 

В работах [13, 14, 16, 22, 34, 40, 43, 44] исследуется существование 
решения задачи Тихонова и его свойства, в [9, 11, 32, 42, 46, 47], кроме 
тото, строится асимптотическое решение. 

В работах [11, 22, 32, 34, 40, 42, 44, 47| при производных стоит первая 
степень малого параметра. В [9, 13, 14, 16, 43, 46] при производных стоят 
разные степени малого параметра или разные малые параметры. В этой 
книге при производных стоят целые степени одного малого параметра. 

При исследовании задачи Тихонова рассматривались разные интер- 
валы независимой переменной: отрезок [9, 11, 14, 32, 42, 43, 44, 47], 
полуось [13, 16, 22, 34, 40, 42], интервал порядка обратной степени ма- 
лого параметра [42, 46]. В этой книге рассматриваются отрезок, полуось 
пасимитотически большие интервалы независимой переменной (порядка 
иХи-хшр). 

Отметим работы [11, 32, 38], в которых рассматривались критические 
случаи для сингулярно возмущенных уравнений (когда некоторые усло- 
вия, сформулированные А. Н. Тихоновым, нарушаются). В этой книге 
такие задачи не рассматриваются. 

Часть 2 содержит результаты из [28]. Решение задачи Тихонова стро- 
RICA двумя методами: методом пограничных функций в главе 3 и методом 
9вух параметров в главе 5. Метод пограничных функций совпадает с ме- 
тодом Васильевой — Иманалиева в случае двух (векторных) дифференци- 
альных уравнений с первой степенью малого параметра при производной. 
Метод двух параметров имеет меньшую область применимости, чем метод 
пограничных функций. Например, к примерам 31.1-31.5, 31.10 метод двух 
параметров не применим, так как правые части дифференциальных урав- 
нений и начальные значения переменных не содержат малого параметра. 

тех случаях, когда метод двух параметров применим, он предпочтитель- 
Нее, чем метод пограничных функций, так как проще: решение строится 
В виде суммы одного ряда, а в методе пограничных функций решение 
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строится в виде суммы т рядов. Асимптотические решения, построен_ 
ные двумя методами, могут совпадать (примеры 31.7-31.9) и могут быть 
различными (пример 47.1). 

При выполнении условий 26.1-26.8 ряды, построенные двумя мето- 
дами, являются асимптотическими для решения задачи Тихонова на or. 
резке (теоремы 28.1, 43.5), на полуоси (теоремы 28.2, 43.6) и на асим- 
птотически больших интервалах времени (теоремы 28.3, 28.4, 43.7, 43.8), 
Асимптотические оценки остаточного члена, полученные двумя метода- 
ми, совпадают. При выполнении дополнительных условий 43.1, 43.2 ря- 
ды, построенные методом двух параметров, сходятся к точному решению 
на отрезке (теорема 43.1), на полуоси (теорема 43.2), Ha асимптотически 
больших интервалах времени (теоремы 43.3, 43.4). Теорема 43.9. гаранти- 
рует сходимость ряда, построенного методом двух параметров, к решению 
задачи Тихонова при фиксированном значении малого параметра на не- 
нулевом интервале времени. Теорема 28.1 является теоремой Васильевой, 
теорема 28.2 является теоремой Бутузова. 

Теоремы 28.5, 28.6 позволяют получать численные оценки: остаточ- 
ного члена асимптотического разложения решения, интервала времени 
существования решения, области значений малого параметра. Теорема 
28.6 аналогична теоремам Ляпунова, Румянцева. 

В $30 даны теоремы о предельном переходе: при стремлении ма- 
лого параметра к нулю решение исходной задачи стремится к решению 
вырожденной задачи на интервале 0 < t < Т (теорема Тихонова 30.1} 
и на полуоси t > 0 (теорема 30.2). 

В главе 4 дано доказательство теорем 28.]~28.4 о методе пограничных 
функций. : 

В главе 6 методы, предложенные для решения задачи Тихонова, 
применены к решению уравнений, описывающих движение гироскопа 
в кардановом подвесе. 

Простые примеры задачи Тихонова рассмотрены в § 31, § 47, § 58. 

В главе 7 рассмотрена автономная задача Тихонова с m = 2. Заменой 
независимой переменной сделан переход к регулярно возмущенной задаче 
Коши. Решение построено в виде ряда Пуанкаре, Кроме того, в главе 7 
даны оценки нормы матрицы Коши, дополняющие оценки из § 13. 
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Глава 8 


Метод пограничных функций 


$63. Определение задачи Коши 
с двойной сингулярностью 


Рассмотрим следующую задачу Коши: 


ат 
=a =F, (=, toy, t(t,u)), 2110 = 2 (м), (63.1) 


dz 8 

2 = В (в, 5m). зо = 2), 
где 2, В, т} — М;-мерные векторы; & = (21, 22}; М = Ny +N2;t — 
независимая переменная (время); д > 0 — малый параметр; f Е ВМ — 
М-мерный вектор; К› — целое число; 0 = К! < К›. 

Введем обозначения. D, = D, хр.. О; С R™ — окрестность точки 
2; =0. D; — множество в пространстве R 3 t. Dy C R™ — ограниченная 
и замкнутая область. Т, pp — положительные числа. 


Определение 63.1. Задача (63.1) называется задачей Коши с двойной 
сингулярностью, если: 1) функции Ё(х, &, р, f), {= 1,2, определены 
на прямом произведении области D,, отрезков 0 <#<Т, OC we 
и области Dy; 2) функции 2;(р), i = 1,2, определены на отрезке 
0 < д < ри имеют значения в области D,,; 3) функция F,(z, t, 0, f) 
не равна тождественно нулю; 2) функция ] определена на прямом 
произведении интервалов 0 <<? < Ти 0 < р < ри имеет значения 
в области О;. 
Определение 63.2. Задача 
dz, ь 
2 =A(Bt0. Fm), во = 2100), 


FA(2,40,76W))=0, 2= (4%) 


называется вырожденной задачей. 


(63.2) 


В $69 сформулированы теоремы о близости решений задач (63.1), 
(63.2) при выполнении соответствующих условий, так что ||2(t, и) — 
X(t, и)|| + 0 при p> 0,0<t<T (или + > 0). 


300 Часть 3. Задача Коши с двойной сингулярностью 


ыы: —_ 


Замечание 63.1. Если правые части дифференциальных уравнений (63.1) не за_ 
висят явно от ], то при выполнении соответствующих условий (63.1) — задача 
Тихонова, рассмотренная в части 2. Если F не зависит от 22, то первые два ра_ 
венства в (63.1) представляют собой (при выполнении соответствующих условий) 
почти регулярную задачу Коши, рассмотренную в части 1. Функция f может быть 
не определена при р = 0, например, когда 


Таким образом, задача (63.1) содержит сингулярности двух видов: малый параметр 
при производной и сингулярность з функции {. 


Замечание 63.2. Задачу Коши с двойной сингулярностью можно определить 
для случая т дифференциальных уравнений типа (22.1), m > 2. Для этого нужно 


рассмотреть правые части дифференциальных уравнений вида Fj (=, t, р, F(t, в), 
i= 1, т. В этой книге рассмотрен случай т = 2 из-за громоздкости вычислений 
при m > 2. 


$64. Построение асимптотического решения 
методом пограничных функций 


Чтобы построить асимитотическое решение задачи (63.1), рассмо- 
трим вспомогательные уравнения с двумя малыми параметрами р, и: 


‚ dy}; 
СН р 
Г. a =A(u.na, In»), (64.1) 


‚ dy; 2 
Kj 1 Ба | p. Ky р: р. 
io ue Wy TH, By f (TY »)) 


-В (и, noe, и, (тор, )| > 


2 


fim yorlra, v)=0, DS) у, ми) ==), §= 1,2. 
jal 


Здесь у; = (ул, ¥j2)s Ун = Yyi(T, HY); = 1,2; f= 1,2. 
Асимптотическое решение задачи (63.1) будем строить в виде суммы 
2 
2 и) = У у (тьи, и), G=te™, 1=12 п=ь Ю=0), 
jal 


(64.23 
где функции Y; представим в виде рядов 


со 
уу(туьи, и) ~ УТУ арьь) a. (64.3) 
&=0 
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Тогда асимптотическое решение задачи (63.1) примет вид 


wo 2 
a(t, w)~ >> do 9(ry, w) wt. (64.4) 


k=0 j=l 


Опишем построение уравнений для коэффициентов ряда (64.4), пред- 
полагая, что все операции имеют смысл. 
» В уравнения (64.1) подставляем ряды (64.3). 
® Разлагаем левые и правые части уравнений (64.1) в ряды по степе- 
ням р так, чтобы в уравнениях, содержащих производную ау; /dr;, 

коэффициенты разложения зависели только от переменных 7), и 

(7 = 1, 2). Для этого при разложении функций воспользуемся равен- 

СТВОМ 7, = t = р. 

e Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях р. Получа- 

ем уравнения для ум (ту, и). 

Описанный метод построения асимптотики называется методом по- 
граничных функций. Переменная 7, называется быстрым временем; у» 
называется пограничной функцией. При выполнении условий, сформули- 
рованных в § 66, пограничная функция удовлетворяет неравенствам 


[[у2(т», 0, || < Сехр {—Ko27} (64.5) 


(смотрите леммы 68.1, 68.3). Из (64.5) следует, что функция > при и — 0 
вносит существенный вклад в асимптотику решения задачи (63.1) на ин- 
тервале времени # порядка и. Функция y(t, р, и) является основным 
зленом асимптотики на всем интервале времени за исключением погра- 
ничного слоя, примыкающего к точке $ = 0 и стремящегося к нулю при 
#0. 

После подстановки рядов (64.3) в уравнения (64.1) получим 

oo 


(k) © 
Soe к (SD Инь ви, ль ай}, (649 


k=0 an q=0 


у ays? (ть и) шк — 


#0 bn 


© 2 
=” [A ( SYS ии, и) wi raw", в, (ти, ») — 


q=0 T=l 


со 
Е A У) vi? (ow™,r) pon”, м, Ур, »)| ‚ 
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© 2 
tim, wn (ra,v) и =, У ==), 4=1,2 
k=0 j=l 
Здесь yf = (м, 4%). Разложив левые и правые части уравнений (64.6) 
в ряды по степеням р и приравняв коэффициенты при одинаковых 
степенях, для К = 0, 1 получим: 
[ к =0 


з, (6) 
ay: 
nk = F(x ‚ ти, 0, (ть), 0,= в (у) ‚т, 0, Hn»), (64.7) 
0 
dys? =0 
Го ь 


(0) 


“2. = В (%,0,0, fn, v)) (6, 5),0,0, fv, 0), 


Jim yfi'(r2, и) = 0 > y!(0,v) = 2°(0), 
H=W Ov +50, 90,5) =У9, и); 
k=1 


(1) 
di OF, OF 
ou. 1 (vi Vow), 71,0, t) y+ a (vr.0.n.0.2)| 


ат fain) 


а 
“кучу = 2 2 (y? (т, в), 71,0, 1) w+ 
т 


+ a ( (ти, и), 71,0, В] 


1=Кп») : 
(a) 
dy, we as 
BEY = [в (Yala, »),0,0, 2) - Fi (¥100,1),0,0, 7)] ay) > 
(1) 
d 
2. = Вы, ть), tim y(n, 0) = as y(0,v) = 5-00) 
2 
j=l 


OF, 
Bay), ль) = м (¥5(7),0,0,) of 
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+ [5 2 (¥o(2,),0, 0, f) - % (и, v),0, 0, 1х 
х [We v) + ML) т tn] + 
+ [5 2 (Укть»), 0, 1)-° = (и, v),t,0, 1]. = то (к 


> 


oF, oF, 
+ [2 Hit. ).0, Hf) - 5" (76,5), 0, м, В] } 
# р # H=0 J y= (трико) 
¥2(72,v) = y(0,v) + (ть). 
Из уравнений (63.2), и следует, что 


y=0, y(n и) =F, р), (64.8) 


где Z(t, и) — решение вырожденной задачи (63.2). При k > 1 коэффици- 
енты ряда (64.4) находятся из линейных уравнений (алгебраических или 
дифференциальных, смотрите § 65). 


$65. Порядок вычисления коэффициентов 
асимптотики 


Коэффициенты ряда (64.4) определяются последовательно для k = 
0, 1, .... Опишем порядок их вычисления при фиксированном значении К. 

65.1. 

Из второго уравнения (64.6) при i = 1 и из третьего уравнения (64.6) 
находится функция уе: 


со 
=; y(n, = -f filo,v)do, k>1, (65.1) 


k-1 2 

Ла(ть, v) = [en (Soo oP, v) ul, me, и, (тор ») - 
4=0 [=I 
Е 


® 
==“ в (У. Обоим, ий, торе, м, fro” >) 


q=0 


Здесь [ |“) обозначает коэффициент при д” в разложении функции, 
стоящей в квадратных скобках, в ряд по степеням р. 
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65.2. 
Если Ё = 0, то находится о как функция 

У = Forty"), t, v) (65.2) 
из уравнения (64.7): 


() (0) 
F(x”, 1.0, 16,5) =0, =, 


65.3. 
Находится функция ye, v). Если k = 0, то из (64.7) следует, что 
y(t, v) — решение задачи Коши 


aut =F, (#? »t,0, f(t, )) , 


0) 
110.0) = 240, Hf = (и}, бир, 6, )), 


где Gor — функция (65.2). Если k > 1, то первое уравнение (64.6) при 
$ —= 2 является линейным алгебраическим уравнением относительно у, 
yl, Из него выражаем р ) 
i = 1. Получаем линейную задачу Коши для y®. Начальное значение yl? 
находится из последнего уравнения (64.6). Решение полученной линейной 


задачи имеет вид 


и подставляем в первое уравнение (64.6) при 


t 


yt, v) = Uy(E, 0,v)- {isin oh [ut 3, и). fesr(s, v) 48, 


0 


(653) 
Tae 01 (&, 3, v) — матрица Коши уравнения 

аг ых 

ra = Aj(t,v) т, (65.4) 
= _|эм ав (8R\' ав] го 
Ai(t,v) = в da, (3) Ba, | (и (t,»), 2,0, f(t,v)), 

OF, (OF, © 

faults) = Е (2) (v'E,2),1,0, ео) - farlt, »)+ 


k~1 ®) 
+ Ge (x HPCE) wt, ms Flt ») ‘ 


k- (#) 
Ло) = р. OE) Krtq _ в(У ру, и, f(t, »)| 2 


4=0 4=0 
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65.4. 
Находится функция УЕ y). Если К = 0, то из (65.2) получаем 
У») = Gor (ve. v), t, v). (65.5) 


Если k > 1, ro y®) находится из первого уравнения (64.6) при $ = 2: 


Wen = (52 2)" (496, 5),1.0.169)х 656) 


х [5 (WPe.2).4.0,104.0)) Ию + лабы, 


Лиз у) — функция (65.4). 


65.5. 
Находится функция ys Yr, v). Если k = 0, то р ) 
Коши (64.7): 


— решение задачи 


(0) 
ay, 
4 = [m(aP0.0)+9.0.01) -2(00%00)80.1)], gan 
(65.7 
(0) 
9 (0,5) = 2200) - 9(0,), H = (0, 32). 
Если k > 1, To y® — решение линейной задачи Коши, которая 


описывается вторым (c i = 2) и последним уравнениями (64.6). Это 
решение имеет вид 


= (7m, 0, v)- { (у, of +/ 0, (ть, оз, V)- furor, v) dor, 
0 


(65.8) 
Tae Tin, 02, и) — матрица Коши уравнения 
dr, oe 
— = У›(т, и), 0, 0, f(mv™, v)) ra, 
де = Bag (Walt ¥)s0,0, Fra, v)) то én 


У» (ть, v) = Po, rv) + y(n, »), 


OF; 
Seao(T2, и) = lm (Ук v), 0,0, г) «(ть v) + 


OF, OF, 
+ oe (¥a(r2,¥),0.0, 7) - 5? (y(,v), 0,0, В] У, + 
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k-1 2 


+ [в (У of an») wt, ne, р, t)- 


q=0 1=1 


k-} 


(к) 
-F, ($. (ти?) wt, тор, р, r)| } . 
9=0 1=Г (тра у) 


$66. Условия, налагаемые на задачу Коши 
с двойной сингулярностью 


Перечислим условия, при выполнении которых ряд (64.4) является 
асимптотическим решением задачи (63.1). Для этого предварительно 
приведем задачу к виду, удобному для формулировки и доказательства 
теорем. Введем переменную 

Az == — р), 


me 2(, ри) — решение вырожденной задачи (63.2). Из (63.1), (63.2) 
следует, что переменная Aw является решением следующей задачи: 


‚ аАт: 
Е; Ы 
г а 


= AF; (42, t, р, F(t, в). Дт; 0 = Ат; (р), #=1,2. 


Здесь 
Ag = (Аз, Az), 


AF, (Аа, t) =F (at pu) + Ac, t, р, t) _F, (=, и), 0, 1). 


AF,(Az, фи. ft) = F(a, ») + Az, t, и, 1) - ре в 


Аз (р) = =(р) - 21(0), Даз(р) = 22 (и) — 220, р). 
Из написанных формул и из (63.2) следует, что 


АЕ (0,1,0, f(,u)) =0, #=12, 42100) =0. 


Исходя из проделанных вычислений, будем предполагать, что в систе- 
ме (63.1) уже сделана соответствующая замена, и значит выполняется 
следующее условие 66.1. 


Условие 66.1. 2;(0,{,0, 1) =0, +1(0) =0, i=1,2, t€ Вь 
f €D;. 
Условие 66.2. Функции Е; (x,t, р, f) имеют непрерывные, ограничен- 


ные по норме частные производные до (п + 2)-го порядка включительно 
по всем переменным при г Е Dz, t€ Di, 0K и<р, FE Ds, 1=1, 2. 
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Условие 66.3. Функция <°(и) имеет непрерывные производные do 
(п + 1)-го порядка включительно при 0 < p< ji 

Условие 66.4. Матрица Н; (х, &, 0, f) ограничена по норме при & Е Р., 
te D:, f € Dy, 


2 


= 
Ном, = (97) etmd): (66.1) 


При выполнении условия 66.1 вырожденная задача (63.2) имеет 
нулевое решение Z(t, р) = 0. Будем рассматривать именно это решение, 
хотя в общем случае оно не единственно (смотрите пример 31.4). 

Условие 66.5. yo (и) =0. 


Определение 66.1. Дифференциальное уравнение 
dr. 
Fak (F,0,0, su, u)), F=(0, =) (66.2) 
2 
называется присоединенным уравнением. 


Из условия 66.1 следует, что если значения } принадлежат обла- 
сти Dy, то дифференциальное уравнение (66.2) имеет нулевое решение 
т) = 0. Уравнение в вариациях для (66.2) имеет вид 

dg _ OF, ( К. 
SB _ (0,0, 0, a ) . 66.3 
ee fnew) b (66.3) 
Условие 66.6. а) Матрица Коши U>(7, 02, и) уравнения (66.3) удо- 
влетворяет неравенству 
10 (то, оз, и)| < C2 exp {—Ko2(72 — o2)} 

при 0 < о) < 12, 0< р < р; 6) точка т2(0) принадлежит области 

влияния D>, нулевого решения уравнения (66.2) при 0 <и< ji. 

Условие 66.7. Множество DY) = {= a= ву (ть, В, 220, 

О<рзр, OC OK 1} принадлежит окрестности Ох. 


Коэффициент y(n, р) ряда (64.4) определяется из (65.1), (65.7). 
Условие 66.8. Матрица Коши U2(t, 3, и) уравнения 


dr OF; 
а _ 2 (0 4,0, f(t 66.4 
= Baz (6,5 Ibu) = (66.4) 

удовлетворяет неравенствам 
\WWo(t, в, №) < Cy exp { — кз(ё ~ в) **} (66.5) 


npud<s<t,s€D,teD,,0< ps ji. 

Условие 66.9. Ha множестве t > 0, 0 < п < р функция f(t, и) имеет 
непрерывные и ограниченные по норме производные по переменной t 
до (п + 1)--го порядка включительно и f(t, р) € Dy. 
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$67. Формулировки теорем о методе 
пограничных функций 
Сформулируем теоремы о близости решения задачи (63.1) к 4a- 


стичной сумме X,,(t, р) ряда (64.4), построенного методом пограничных 
функций, 


в 2 
Е 
Жи = YO бр wt. (67.1) 
k=0 j=l 

Теорема 67.1. Пусть существуют такие положительные постоянные 
B, кз, коз, C2, Cr, T, что при р; = {t: 0 < t < Т} выполняются 
условия 66.1—66.9. Тогда найдутся и» > 0, C,, не зависящие om t, 
№ и такие, что решение задачи (63.1) существует, единственно 
u удовлетворяет неравенству 

lla(t, 2) — Xn(t, и < С, и" (67.2) 
при О <Е<Т, О<р< и... 
Теорема 67.2. Пусть существуют такие положительные постоянные 
й, мл, Ка, Kor, Ci, Cy, Cr, что при D; = {t: t > 0} выполняются 
условия 66.1—66.9 и справедливо неравенство 
Wit, s, м) < Стехр {к (#- в), O<s<t, O<p<p. (673) 
Тогда найдутся и, > 0, Cy, не зависящие от t, и и такие, что решение 
задачи (63.1) существует, единственно и удовлетворяет неравенству 

(6, и) — Xalt, wll < С 
приё >20, О<рхр.. 


Теорема 67.3. Пусть существуют такие положительные постоянные 
р, ко, оз, Ci, Cr, С) и постоянные кл > 0, С? > 0, что при Dy = 
{Е t > 0} выполняются условия 66.1-66.9 и справедливо неравенство 


lit, 3, м)| < CRt-s)"+C,, OSs<t, O<p<p. (67.4) 
Тогда для любых значений T > 0, x, 0< x < [2(m, +1] !, найдутся 


и: > 0, С,, С; > 0, не зависящие om t, р и такие, что решение 
задачи (63.1) существует, единственно и удовлетворяет неравенству 


Het, w) ~ Xate, р" [eg err + с] 


npud<t< Ти %,0< <p. 


Теорема 67.4. Пусть существуют такие положительные постоянные 
р, м, 2, коз, Ci, Cr, Cr, что при Г; = {t: t > 0} выполняются 
условия 66.1—66.9 и справедливо неравенство 


Iie, в, м)! <Crexp{xi(t—s)}, O<s<t, O<p<p. (675) 
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—1 
Тогда для любых значений Т > 0, х, 0 < x < (п+1) [( + 2) ; 


найдутся п» > 0, Cy, не зависящие om t, и и такие, что решение 
задачи (63.1) существует, единственно и удовлетворяет неравенству 


2 и) — Xa(t, В) < С, w"*! exp {(n + ки} 
при О<1<Т-хши, О<и<и.. 


Здесь U,(t, 8, и) — матрица Коши уравнения (65.4). 

Из теорем 67.1-67.4 следует, что функция (67.1) является асимпто- 
‘ическим решением задачи (63.1) на отрезке (теорема 67.1), на полуоси 
теорема 67.2), Ha асимптотически больших интервалах времени (теоремы 
77.3, 67.4). Справедливы равенства 


x(t, и) = Xn(é,z)+0(u"), O<t<T, w—>O0 (теорема 67.1); 
a(t, р) = Xa(t, w)+o(u"), #20, р-—0 (теорема 67.2); 
z(t, и) = Хы(Ь м) + о("*), O<t<Tyw*, р-—0 (теорема 67.3), 
Т, X — произвольные числа из множества 
T>0, OSX < [2m 41 Хх, =1-2 +1); 
a(t, р) = Xa(t, и)о (их), O<t<T-yxInp, p—-0 (теорема 67.4), 
T, X — произвольные числа из множества 


Т>0, 0о<х< (к) 1, х.=1-2щх. 


Замечание 67.1. Опенки остаточного члена асимптотического разложения 
{64.4), интервала времени t, значений малого параметра можно получить, ис- 
пользуя теоремы 28.5, 28.6. 


Замечание 67.2. Определение 63.1 задачи Коши с двойной сингулярностью 
дано для отрезка 0 < t < Т. Из теорем 67.2—67.4 следует, что при определенных 
условиях решение залачи Коши с двойной сингулярностью распространяется 
на бесконечный или на асимптотически большой интервал времени. 


Замечание 67.3. Если функции Fi, F, не зависят явно от f, то теоремы 
67.1-67.4 переходят соответственно в теоремы 28.1--28.4 для т = 2. 


$68. Доказательство теорем 67.1-67.4 


Доказательство теорем 67.1—67.4 аналогично доказательству теорем 
28.1-28.4, приведенному в главе 4. Нужно только учесть зависимость 
Функций от v, f и положить т = 2. По этой причине приведем только те 
Фрагменты доказательства, которые отличаются от изложенного в главе 4. 
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68.1. Функция у) 
Лемма 68.1. При выполнении условий 66.1, 66.2, 66.5, 66.6, 66.9: 
1) функция yo (т,и) существует, единственна и имеет непрерывные 
производные до (п-+ 2)-го порядка включительно при т) > 0,0 <и< д; 
2) найдутся постоянные Con, не зависящие от t, и и такие, что 


Э (ть, v) = res 
ВН < Сох ехр {—^о2т2}, 1220, O<v <p, 1=0,n+2, 
2: 


(68.1) 


Отметим, что в условие 66.7 входит функция у» (т, и v). Поэтому фор- 
мулировать условие 66.7 нужно после доказательства ее существования. 
Здесь доказательство вынесено в $68 для удобства чтения. 


Доказательство леммы 68.1. По условию 66.5 yt, р) = 0. Из форму- 
лы (65.1) следует, что 

= (0, y), (68.2) 
где 9 — решение задачи a 7). Из условий 66.1, 66.5 следует, что 
при д = и дифференциальное уравнение (65.7) совпадает с присоеди- 
ненным уравнением (66.2), которое при заданном начальном условии 
эквивалентно интегральному уравнению 


т2(т», и) = (ть, 0, и) - т2(0, 4)+ (68.3) 


т 


+ / T(r, 02, и) AF; (r2(02, р), Нези®, и) do, 
0 


me 0) — матрица Коши уравнения ыы. 
AFi(r, 7) = [FuF. 0,0, /)-20,0,0,7)-27 =O 0,0, fr], #= (0,72)- 


Рассмотрим функцию AF. 


AP,(r2, f) = / x 6F, 0,0, f) - Fa 0,0, p| т. 40 = (68.4) 


1 1 Ny 2 
ar, 
= 66,¥, 0,0, г2; 40, 
] 12 деда 1F Л) rata; 
0 0 ‘er 


WAF2(r2, Г) < С"? при то € D2, f € Dy. 
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По теореме о существовании и единственности решения систе- 
мы обыкновенных дифференциальных уравнений [4] существует такое 
значение т», > 0, что при т2(0, м) Е Го, 0 < т < т, O< pe 
решение го (т, м) уравнения (66.2) сушествует, единственно и принадле- 
жит Bi Из (68.3), (68.4) и условия 66.62 получим HepaBeHCTBO Ha отрезке 


057 Tx: = 
фм (то, IL < 9 2(72, 0, м) + 20, #1 


+ / [alta о») | АВ (*>(о» в), Hom”, в) || dor < 


n 


< Cz exp {-козт»} - [|5 (0, №) +/ Cexp { — ко(т» ~ 02) }Ilra(o2, и ао. 
0 
Обозначим 
w(7) = exp {козт»} - |ira(72, и) ||. 
Тогла при 0 < 72 < Tx 
% 
ибо) <Ca+ || Ceerp{-marabo%(os) doa, C= 2 lla(0, Ih 
0 


4? (то) < [© +/ C4 exp {—козоз 9 (02) №", 
0 


Су exp {— козть }? (т) 


в 
[© +f Cy exp {—K9202}w?(02) 40] 
0 


5 < Cy exp {корт}. 


Проинтегрируем неравенство: 


-1 
су! - [© + ] Су exp {кард з} (2) do] < (68.5) 
0 


т 
< | Gem ко202} doz < Cs, 
0 


т 
С + fe exp {—Ko202}w" (02) dor < C3(1 — C3Cs)* В 
0 
w(7) < Сз(1 = C3Cs) 7, 
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"2 (т2, №) < Сз(1 — C3Cs)7! exp {—мозт»} = 
_ __©2 12, в) 

1- €2C5 |lr2(0, м) 

Здесь использована положительность разности (1 — СзС5) при малых 
значениях ||"2(0, д) ||. 

Неравенство (68.5) для го(т», 4) выполняется на отрезке 0 < 72 < т». 

Из этого неравенства по теореме о продолжении решения системы обык- 

новенных дифференциальных уравнений [4] следует: существует такое 


непустое множество О., [ область влияния нулевого решения уравне- 


exp {—юо2т>}. 


НИЯ (66.2), что при г2(0, и) Е Dy. решение задази (66.2) существует, 


единственно и удовлетворяет неравенству (68.5) при 7 > 0, т2(то, и) > 0 
при 7) ~ со. Отсюда, из условия 66.66 и из (65.7) следует: решение 


0} 
y(n, и) существует, единственно и удовлетворяет неравенству 


НУ (ть, )| < С exp {кот} 


при т 20, О<и< fi, Так как |lys(72,¥)I| = [lyfe (ть, то получаем, 
что неравенство (68. 1) справедливо при { = 

Из условий 66.2, 66.5, 66.9 следует, что `правая часть дифференни- 
ального уравнения (65.7) имеет непрерывные производные до (п + 1} -го 
порядка включительно по yo ‚ т. Поэтому у (7, и) имеет непрерывные 
производные до (п + 2)-го порядка включительно при т) 2 0,0< uv < р. 
Запишем дифференциальное уравнение (65.7) в виде 


1 : 
ay® Ta, oF, 
Эа (TY) _ | FE (2.9.0.0, йе) 48 ern 0). (689) 

dn 8x2 
0 
Проведем доказательство по индукции. Пусть { > 1. Предположим, что 
неравенства (68.1) выполняются для производных порядка 0, ..., [-}. 
Продифференцируем уравнение (68.6) (1-— 1) раз по 72. Получим формулу 
для производной 1-го порядка d'y ar! = .... Здесь многоточием 
обозначены линейные комбинации производных x ay! Or, v)/ ark ee 
0,7—1, с ограниченными по норме коэффициентами. Отсюда следуют 
оценки 


ee Sven) с у) |5. < с, ye ou т v) |< Сехр {корт}. 


Таким и при сделанном предположении получили, что неравен“ 
ство (68.1) справедливо для производной {-го порядка. Так как длЯ 
производной нулевого порядка (68.1) доказано, то по индукции неравен” 
ства (68.1) справедливы для всех 1, | = 0,% + 2. О 
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68.2. Матрица U2 
Лемма 68.2. При выполнении условий 66.1, 66.2, 66.5—66.7, 66.9 на мно- 
жестве 0 < 02 < т», 0 < v < р матрица Коши U2(1, 02, и) уравне- 
ния (65.9) существует, единственна и удовлетворяет неравенству 
10>(т›, оз, | < Cy exp { — коз(т — 0з)}. (68.7) 
Доказательство. Существование и единственность матрицы (72, 02, и) 
при 0 < 0. < т, 0 < и < р следует из гладкости правой части урав- 
нения (65.9) на полуоси т» > 0. Запишем уравнения для U2(7r, 02, и) 
в следующем виде: 
80, aF, 


дт = Ox 
_ dF, Гб oF, 
АА) = бд (91(r2-¥),0,0, 4) - 5, (0.0.0. 4), 


К; 
f= ри", и). 
Эти уравнения эквивалентны интегральному уравнению 
7 


(1, 62, v) = 02m, 02, v) + ] 0 (12, 0, и): AA(o,v) - 0›(6, 02, и) do. 


© 


(0,0, 0, ft) 0) + MA4(n,v)-0, бо, = By, (68.8) 


(68.9) 
Оценим разность AA(7, и) из (68.1), используя лемму 68.1. 
тм 
OF, 2 (0) 2 
ДА(ть,ь) = / >. ae (6u(72,v),0,0, S(r2v™, v)) 9х 
9 
(68.10) 


0) 
x Uf) (ть), 
AAlr, И) < СИИ (ть) < Cexp{-Kan}, 1220, О<и< А. 
Из (68.9), (68.10) и из условия 66.ба следует, что 
|10>(ть, оз, v) < Cy exp { — коз(т» — 0з)} + 


т» 
+ у C exp {пот Ко, 02, | do. 


92 


Функция w(t) = |{02(72, 02, v)|| - exp {козт2} удовлетворяет неравенству 


(т›) < C2 exp {0202} +f C exp {—Ko27}w(a) do. 


93 
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По лемме Тронуолла — Беллмана 13.1 отсюда следует, что 


т 
w(m) < Cy exp {oes +/ Сер (-roso}do} = C2 exp нам 


©? 


+С[{ exp {—Ko202} — exp {чат} } < Сер {roo}, m2. 


Для матрицы Коши получаем следующую оценку: 
105 (т»› оз, v)Il = w(t) - exp {корт} < C exp { — коз(тх- 0з)}. 0 


68.3. Функции у® 


Лемма 68.3. При выполнении условий 66.1-66.7, 66.9: 1) функции 
y® (т, и) существуют, единственны и имеют непрерывные производные 
по то do (в +1-— К)-го порядка включительно на множестве T, > 0, 0 < 
и<р, k=0,2; 2) найдутся постоянные Сул, ккз > 0, не зависящие 
от то, и и такие, что 


< Ce", 120, O<v<ii, 


k=0,n, 1=0,n+1—k. 


Доказательство леммы 68.3 аналогично доказательству леммы 34.1. Нужно 
только заменить утверждение 34.4 на лемму 68.2 и учесть зависимость 
функций от у, f и равенство m = 2. п 


68.4. Функции ye 


Лемма 68.4. При выполнении условий теорем 67.1-67.4: 1) функции 
y(t, и, k= Ln, п > 1, существуют, единственны и имеют не- 
прерывные производные no t do порядка (п +2 — К) включительно 
на множестве D; > t, 0 <u < р; 2) найдутся постоянные Си, Суи. 
не зависящие от $, и и такие, что при Е Г, О<и<ру, k= Ln, 
l= 0,n+42-—k выполняются неравенства 


7.2, 

ay) Lv для теорем 67.1, 6 

не < Ее | eort ve 1) +. Cyy для теоремы 67.3, 
Fad exp {kx t} для теоремы 67.4. 


Доказательство леммы 68.4 аналогично доказательству леммы 35.1 (с уче- 
том зависимости функций от и, f и равенства т = 2). Только нужно 
доказать ограниченность нормы матрицы U;(t, 3, и) для теоремы 67.1. 
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Матрица Копи (1 (&, $, и) представима в виде сходящегося ряда [17] 
t га 
(зи =Е, + [ Filan») dq +] 4; (41,5) Ai(@,v) 4444: +..., 
s s 3 
mie A,(t,v) — матрица (65.4). При 0 <Ё< Т, 0 <и < р выполняется 
неравенство || А; (#, v)|] < С. Поэтому 
t to 

Wes «8+ f cans ff candy +...= 
s s 


=14+C¢-s) +5 | се) + .. = ехр{С(# - 3)} <С. С 


68.5. Окончание доказательства теорем 67.1-67.4 
Далее доказательство аналогично доказательству теорем 28.1—28.4 


в$ 36—§ 40. Нужно только учесть зависимость функций от и, ] и равенство 
т = 2. Теоремы 67.1-67.4 доказаны. 


$69. Теоремы о предельном переходе 


Сформулируем теоремы о пределе решения задачи Копти с двойной 
синтулярностью при стремлении малого параметра к нулю. 
Теорема 69.1._ЛПусть существуют такие положительные постоянные 
Hi, Ко, коз, Cr, C2, Т, что при т = 0, D, = {Е 0 << T} выполняются 
‘условия 66.1—66.9. Тогда: 
1) найдется и» > 0, не зависящая от t, р и такая, что решение 
задачи (63.1) существует и единственно при 0 << Т, 0 < 
US hes 
2) 
lim |lni(t,4)- Z(t, )|=0, O<t<T, 
B-0+40 


в. 122, #) — в) =0, О<ё<Т, 


3) к i — F(t, )|| — 0 равномерно на множестве 0 St <T; 
для л t,0<t, < Т, ||12(6 и) - Z(t, и)|| > 0 равномерно 
на множестве Ц Ct ST. 

Теорема 69.2. Пусть существуют такие положительные постоянные 
HB, к, K2, ко, Ci, Co, С», что при п = 0, D, = {t: ф> 0} 
выполняются условия 66.1--66.9 и chaasedinied's неравенство 

lit, s, wll < Стехр {—к1(#- 3)}, O<s<i, O< pep. 
Тогда: 


316 Часть 3. Задача Коши с двойной сингулярностью 


1) найдется 1, > 0, не зависящая от $, р и такая, что решение 
задачи (63.1) существует и единственно при # > 0, << p,: 


2) паев) H(t. WI=0, #20 
i — E(t =0, Е H 
jim, 226, в) — F(t, в) =0, #>0; 

3) |2ЦЬ 4) — Z(t, м) > 0 равномерно на множестве t > 0; 


для любого ty, t; > 0, ||т2(6, и) — 22(&, и) — 0 равномерно 
на множестве t > Ц. 


Здесь Z(t, и) = 0 — решение вырожденной задачи (63.2), T(E, и) = 
gt, и), yt, и) — коэффициент в асимптотике (64.4). 


Доказательство теорем 69.1, 69.2. Первое утверждение теорем 69.1, 69.2 
следует из теорем 67.1, 67.2, так как условия теорем при 2 = 0 совпадают. 
По лемме 68.1 справедливо неравенство 


НЫ (ть, ,)| < Сехр { — кот}, 120, O<v<p (6.1) 


‚ По формулам (65.1) y(n, в) = 0. To условию 66.5 у; Or, и) = 0. Отсюда 
и из (67.1), (69.1) следуют неравенства 


[а (6, ЭН < Пе, #) — Хол, в + Хоф в < 


< её и) - Xolt, чин = 124, №) — Хо, р 


j=l 


Uzo(e, р < lat, м) < 2, м) — Xolt, му + Хо, в) < 


< 126, и) ~ Xolt, odo Yim) || = 


= lle, в) Хо В+ (а, в) < = в) Хо, №) ++ С exp {—Karr2}- 
Отсюда и из теорем 67.1, 67.2 получаем: 


[,(6, в) < См, |2, м) < Cru + C exp {кои}, 


(69.2) 
ЕР, O< psp. 


Так как постоянные C,, С, коз не зависят от $, р, exp { - кои} < 
exp {кони} приё > ty, 2 р) = 0, то из (69.2) следуют утверждения 
2, 3. Теоремы 69.1, 69.2 доказаны. 


Замечание 69.1. Если правые части дифференциальных уравнений (63.1) не 32- 
висят от f, то теоремы 69.1, 69.2 переходят в теоремы 30.1, 30.2 для т = 2. 
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$70. Пример применения метода пограничных 
функций 


Пример 70.1. Рассмотрим задачу 


aay [i + acos (+) (шир) (а +и-1, ао =0, (70.1) 


t 
ие [ча (5)] 2, торе, fal <i. 
Здесь за функцию f можно принять 
t 
Ft) = 140008 (=). 1- < Л < 1+ lal. 


Вспомогательные уравнения (64.1) для задачи (70.1) имеют вид 


аи _ [! + acos (=)] (у +) Yu+e-1), (70.2) 


dy t 
Г Ss = [осо (;)] Yr» 


а т, 
a =o [1 + a.0s (2)] (2ул + ya + 24 — 1) yrs 


dr, 
ча [1 +acos 2 | v2 Ши yai(7, p,v) = 0 
ат, и прно pen : 


31 (0, и, и) + ул (0, 4,7) = 0,  yi2(0, м, и) + у22(0, p,v) = 1 
Для задачи (70.1) справедливы равенства (обозначения смотрите в $64 — 
$66) 


с. 
= уж) = (0, exp {>}, в2(ть ¥) = —т, — avsin (2). 
t 
Uilt, 3, v) = exp {ailt, v) - n(s,r)}, g(t,v) = ~t- av’ sin (3): 


extern) = em [(ии) (1) 
stan) = exo { 0 ph) -% a) ь 


=; 1 
T(t, 02, в) = exp {92(ть и) — 92(0з,и)}, Нивы, = -Р 


Присоединенное уравнение имеет вид 


а 
2 = — [ос (2)] re. 
dr, к 
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Подставляя рялы (64.3) в уравнения (70.2), можно найти функции у;;: 
(и — ИП! - exp {946 )} | 
1—p+pexp{g(t,v)} 

Ул =0, yl, u,v) = exp {92(т, и)}. 
Решение задачи (70.1) описывается формулами м 
и(и-— ПП — exp fait, м} t 
ate a) = p+ реж {91 (6 р)} ’ oi ean {o(5») \. 0.8) 


Оно существует при # 2 0, О< и <1и при 0 <Е <, p>, met, — 
минимальный положительный корень уравнения 


2 es t\_ в 
t+ ap un (5 =In pays 


Асимитотическое решение, построенное методом пограничных функций, 
имеет вид 


yult, #,) >» ¥o=0, 


Хин) =H [ex {it H)} — i} {#21+ (70.4) 


+2 wb exp {a(t w)} [1 ~ exp {ar(t, »)| oa, 


k=2 
Xno(t, р) = exp {+ (+. ,) \. 


Остаточные члены асимптотики равны соответственно 


_ wu — ПП - exp {916 в) 1 
abo) ol = Ty exp lates wl (0): 
pe! exp {91 (6 м) 1 — exp {9 mH" 71 
1-р+режх {96 #)} | (0): neh 
Правые части ограничены по модулю функцией C,p"*!. Отсюда следует, что (70.4) 


является асимптотическим решением задачи (70.1) на полуоси t > 0 при p - 0. 
При этом 


a(t, и) ~ Xn(é, в) 


x(t, р) = Хи) +O"), 120, po. 
Вырожленная для (70.1) задача имест вид 


zy t 
ci [1 + a.cos (=)] 2: (&-1), Files =0, % =0. (70.5) 


Ее решение равно нулю: & =: 0. 

Задача (70.1) не удовлетворяет условию 66.9, поэтому теоремы 67.1- 
67.4 к задаче не применимы. Тем не менее из (70.5) следует, что метод 
пограничных функций дает хорошее приближение решения задачи (70. 1). 
Замечание 70.1. Если вместо постоянной а взять функцию а = bu"), где 


$ — постоянная, то задача (70.1) будет удовлетворять условиям теорем 67.1--67.4, 
69.1, 69.2. 
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Замечание 70.2. Из примера 70.1 следует, что метод нограничных функций 
применим к более широкому классу задач, чем охватывают теоремы 67, 1—67.4. 
Замечание 70.3. Пример 70.1 совпадает с примером 74.1. Если а = 0, то 
пример 70.1 совпадает с примером 31.7. 


$71. Выводы главы 8 


В главе 8 рассмотрен метод пограничных функций для решения задачи 
Коши с двойной сингулярностью. Определение задачи Коши с двойной 
сингулярностью дано в § 63. В § 64, $65 методом пограничных функций 
построено асимитотическое решение задачи. В $ 66 даны условия, налага- 
емые на рассматриваемую задачу. В $ 67 сформулированы теоремы о том, 
что построенное решение является асимптотическим на отрезке (теорема 
67.1), на полуоси t > 0 (теорема 67.2) и Ha асимптотически больших ин- 
тервалах времени (теоремы 67.3, 67.4). В $68 дано доказательсяво теорем 
67.1-67.4. 

В $ 69 даны теоремы о предельном переходе: при стремлении малого 
параметра к нулю разность решений исходной задачи и задачи вырожден- 
ной стремится к нулю на интервале 0 < t < Т (теорема 69.1) и на полуоси 
t > 0 (теорема 69.2). 

В $70 дан пример решения задачи Коши с двойной сингулярностью 
методом пограничных функций. 


Глава 9 


Метод двух параметров 


$72. Построение асимптотического решения 
методом двух параметров 


Рассмотрим задачу Коши с двойной сингулярностью (63.1). Вместе 
с ней рассмотрим задачу, содержащую два малых параметра р и Е: 


4 

а = (2, te, f(t, р) 2110 = 21 (2), 

Е (72.1) 
mS =F, (z, te, ft, »)) > 220 = 22(€). 


Здесь 2; — М№-мерный вектор, z == (21, 22). 

Изложим идею метода двух параметров. Пусть хотя бы одна из функ- 
ций F;, 1} в (72.1) зависит явно от малого параметра =. Тогда при каждом 
фиксированном значении р (72.1) является регулярно возмущенной зада- 
чей Коши с малым параметром = и ее решение можно построить методом 
малого параметра Пуанкаре в виде ряда Пуанкаре (смотрите $ 1) 


со 
x(t, we)~ У) 2.) =. (72.2) 
=0 


Тогда решение задачи (63.1) примет вид 


со 


a(t, u)~ УС = (6, wat. (72.3) 


k=O 


Опишем алгоритм построения уравнений для коэффициентов ря- 
да (72.2), предполагая, что все операции имеют смысл: 
© ряды (72.2) подставляем в уравнения (72.1); 
® разлагаем левые и правые части уравнений в ряды по степеням 
параметра =; 
© приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях €. 
После указанных операций получаем уравнения для z(t, р). При k = 9 
уравнения имеют вид 
к, dz) 


ar =FE%.4056 4), я’, в) =), (РА 
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#=1,2, 2® = (2,2), К =0. 
При А > 1 уравнения следующие: 


® 
pki oe = Fiz(2(t, w),t, 0, f(t, и) 2 + (72.5) 
kl . () 
{A(X Е) 
j=0 


20,0) = 242, +=152, 2 = Gf, 2). 


В главе 9 скобки с верхним индексом ©) обозначают коэффициент при 
=“ в разложении функции, стоящей в скобках, в ряд по степеням е. 
Из уравнений видно, что 2®(ь в) вычисляются последовательно для 
Е =0,1,.... При К > 1 функция 2 (+, #4) является решением линейной 
задачи Коши (72.5). 

Замечание 72.1. Если правые части дифференциальных уравнений и началь- 
ные зиачения задачи (72.1) не зависят от малого параметра =, то метод двух 
параметров не применим, так как в этом случае ряд (72.3) состоит из одного 
(первого) злена, совтадающего с точным рехнением задачи (63.1). 


$73. Теоремы о методе двух параметров 


73.1. Точное решение 


Обозначим через C(D,) окрестность точки z = 0 в М-мерном 
векторном пространстве С” комплексных чисел, С = С'. Пересечение 
C(D,) с вещественной плоскостью Im z = 0 совпадает с D,. Обозначим 
через U; матрицу Коши уравнения (65.4). 

Сформулируем теоремы о сходимости ряда (72.3) к решению зада- 
чи (63.1). Для этого наложим на задачу (63.1) дополнительные условия. 


Условие 73.1. Функции F;(x, t, и, f) непрерывны по совокупности ар- 
гументов, аналитичны по х, и и ограничены по норме при x Е C(D,) С 


CY, t€ Dy, Ш р, ВЕС, FE Dy, #=Ь2. 


Условие 73.2. Функции x? (4) аналитичны при |p| < fh, ВЕС, 
2. 


Теорема 73.1._Пусть существуют такие положительные постоянные 
Fi, Kz, коз, Cz, Cr, Т, что при Г, = {Е 0 <t < T}, п = 0 выполняются 
условия 66.1-66.9, 73.1, 73.2. Тогда найдется постоянная ft, > 0, не за- 
висящая от $, р и такая, что на множестве 0 << Т, < eX ps: 
1) решение задачи (63.1) существует и единственно; 2) ряд (72.3) 
сходится равномерно к решению задачи (63.1). 
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Теорема 73.2. Пусть существуют такие положительные постоянные 
р, к, Ко, коз, Сл, С», Cz, что при Гу = {t: t > 0}, п = 0 выполняются 
‘условия 66.1—66.9, 73.1, 73.2 и справедливо неравенство 

(lUi(t, 8, и) < Cy exp {ка (Е - 3)}, O<s<t, Об<Ахр (13.1) 
Тогда найдется постоянная и, > 0, не зависящая от t, и и такая, 
что на множестве $ > 0, 0 < п < ps: 1) решение задачи (63.1) 
существует и единственно; 2) ряд (72.3) сходится равномерно к решению 
задачи (63.1). 

Теорема 73.3. Пусть существуют такие положительные постоянные 
fi, Ko, ко, Cy, С», Со и постоянные к 2 0, С} > 0, что при 
В; = {t: t > 0}, п = 0 выполняются условия 66.1-66.9, 73.1, 73.2 
и справедливо неравенство 


Tid, 8, №) || < СЕ - 3)" + С, O<s<t, O<p<p. (73.2} 


Тогда для любых значений Т > 0, X, 0 <х< [2(*1 + DJ}, найдется 
постоянная fl, > 0, не зависящая от $, и и такая, что на множестве 
O0<t<Typ*,0< р < py: 1) решение задачи (63.1) существует и един- 
ственно; 2) ряд (72.3) сходится равномерно к решению задачи (63.1). 
Теорема 73.4. Пусть существуют такие положительные постоянные 
EB, кл, Ко, коз, Су, C2, С», что при D, = {Е t > 0}, п = 0 выполняются 
‘условия 66.1—66.9, 73.1, 73.2 и справедливо неравенство 


Wilt, sw < Су ехр {к (# - 3)}, O<s<t, O< pep (13.3) 


Тогда для любых значений Т > 0, х, 0<х< (2n,)71, найдется no- 
стоянная pt, > 0, не зависящая om t, р и такая, что на множестве 
0<t<T-xInp, 0 < р < в: 1) решение задачи (63.1) суще- 
ствует и единственно; 2) ряд (72.3) сходится равномерно к решению 
задачи (63.1). 


Доказательство теорем 73.1-73.4 аналогично доказательству теорем 


43.1 


—43.4 в $44. Нужно только учесть зависимость функций от ] и поло- 
О 


жить т = 2, 


При выполнении условий теорем 73.1—73.4 для указанных в теоремах 


значений t, д ряд (72.3) сходится к решению задачи (63.1): 


2.5) Аа, 
=0 


73.2. Асимптотическое решение 
Обозначим частичную сумму ряда (72.3) 


n 
Znlt, и) = >. z(t, w) wh. (73.4) 
k=0 
Справедливы следующие теоремы. 
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Теорема 73.5. Пусть существуют такие положительные постоянные 
р, ®2, коз, C2, Co, T, что при ВБ, = {Е 0 <#< T} выполняются 
условия 66.1—66.9. Тогда найдутся р, > 0, С., не зависящие от t, в 
и такие, что решение задачи (63.1) существует, единственно и удовле- 
творяет неравенству 


lie(t, w) — ZnCl, в) < Ca (73.5) 
npudst<T,O0<pcpy. 
Теорема 73.6. Пусть существуют такие положительные постоянные 
EB, ка, Ко, Ко, Ci, Cy, Со, ито при D, = {t: t > 0} выполняются 
условия 66.1—66.9 и справедливо неравенство (73.1). Тогда найдутся 


п. > 0, Cy, не зависящие om t, и и такие, что решение задачи (63.1) 
существует, единственно и удовлетворяет неравенству 


2(ё, и) — Zn(t, ву < Cp 
при >20, 0<и<и,. 


Теорема 73.7. Пусть существуют такие положительные постоян- 
ные ji, кз, Каз, Ci, Cz, С» и постоянные кл > 0, С} > 0, что при 
D, = {Е t > 0} выполняются условия 66.1—66.9 и справедливо неравен- 
ство (73.2). Tozda для любых значений T > 0, х, 0 <х< [2( + рт, 
найдутся и» > 0, С,, С; > 0, не зависящие от t, и и такие, что 
решение задачи (63.1) существует, единственно и удовлетворяет нера- 
венству 


Паб, w) ~ Zale, wll < wt [сое + с, 


nud<t<cTp%,0< p< py. 


Теорема 73.8. Пусть существуют такие положительные постоянные 
fi, кл, Ko, Kor, Ci, Co, Cr, что при Dy = {t: t 0} выполняются 
условия 66.1—66.9 и справедливо неравенство (73.3). Тогда для любых 
значений Т > 0, х, 0 <Х< (n+ 1)[(n + 2)Ki ||, найдутся и, > 0, С., 
не зависящие от t, и и такие, что решение задачи (63.1) существует, 
единственно и удовлетворяет неравенству 


2 р) — Zn(t, В! < Cop" exp {(n + ка} 
при << Т-хШр, О<и<р,. 


Доказательство теорем 73.5-73.8 аналогично доказательству теорем 43.5— 
43.8 в $45. Нужно только учесть зависимость функций от ] и положить 
m=2. п 


Из доказательства теорем 73.1—73.4 и из теорем 73.5—73.8 следует, что 
функция Z(t, 4), задаваемая формулой (73.4), является асимптотическим 
решением задачи (63.1} на отрезке (теоремы 73.1, 73.5), на полуоси 
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(теоремы 73.2, 73.6), на асимптотически болыших интервалах времени 
(теоремы 73.3, 73.4, 73.7, 73.8). Справедливы равенства 


a(t, и) = 2.6, в) + 0(и"), О<<Т, ~—0 (теоремы 73.1, 73.5); 
z(t, и) = Z(t, и) +о(м), #20, и-—0 (теоремы 73.2, 73.6); 


a(t, uw) = Z(t, и) +o(u"™), О<Е<Тих, р—>0 (теоремы 73.3, 
73.1), T, X — произвольные числа из множества T > 0, O< x < [2(K, + 
NI, х=1- 2+1; 

a(t, и) = 2( в) +o"), O<tE<T-xInp, р—>0 (теоремы 
73.4, 73.8), Т, х — произвольные числа из множества Т>20, 0< 
х < (2к1)-!, Xe =1- 2х (теорема 73.4), х, = 1— ках (теорема 73.8). 


73.3. Точное решение при фиксированном значении р 


При выполнении условий теоремы 73.1 ряд (72.3), построенный 
методом двух параметров, сходится к решению задачи (63.1) на отрезке 
0 << Т при достаточно малых значениях р > 0. Однако во многих 
случаях малый параметр и имеет фиксированное значение. Поэтому 
представляет интерес теорема 73.9, гарантирующая сходимость ряда (72.3) 
к решению задачи (63.1) при заданном значении р, хотя и на временном 
интервале, вообще говоря, меньшем отрезка [0,7]. 


Теорема 73.9. Пусть существуют такие положительные постоянные 
ji, ко, коз, Co, C2, Т, что при D, = {t: 0 <&<Т}, п = 0 выполняются 
условия 66.1—66.9, 73.1, 73.2. Пусть 6, и» — такие значения, что 6 > 0, 
0 < р, < ff ина множестве 


lull <6, О<Е<Т, O<pdpe, <, ЕС", ЕЕС (73.6) 
функции Fi(u,tue), 


Fi(u,t,a,c) =F (u+2G,n) +2°(@)-2°(0), t 2, №) - 
-R(2 Gn), 40 ли), =12, (037 


аналитичны no и, €. Тогда для любого и, 0 < р < fy, найдется такое 
значение 4, = 4, (р), что 0<t, <Т и на множестве 0 < t < fy: 
1) решение задачи (63.1) существует и единственно; 2) ряд (72.3) 
сходится к решению задачи (63.1). Сходимость равномерная на [0,2] 
при любом # < t,. 


Доказательство. аналогично доказательству теоремы 43.9 в § 46. Нужно 
только учесть зависимость функций от { и положить т = 2. 
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73.4. Замечания 


Замечание 73.1. Из доказательства теорем 73.5—73.8 следует, что эти теоремы 
справедливы и в случае, когда в условии 66.2 требуются производные до порядка 
п, = тах(2, п + 1) включительно. 


Замечание 73.2. Если функции Р,, Р не зависят явно от f, то задача Коши 
с двойной сингулярностью (63.1) переходит в задачу Тихонова (22.1) с т = 2, 
теоремы 73.1-73.9 переходят в теоремы 43.1—43.9 соответственно. 

Если функция Ё не зависит явно от х., то первые два уравнения (63.1) 
составляют почти регулярную задачу Коши, а теоремы 73.1-73.9 для них переходят 
в теоремы 2.1—2.9 соответственно. 


Замечание 73.3. Численные оценки остаточного члена асимптотического раз- 
ложения (72.3), интервала времени, на котором существует решение, значений 
малого параметра можно получить с помощью теорем 28.5, 28.6. 


$74. Пример применения метода двух параметров 


Пример 74.1. Рассмотрим задачу Коши с двойной сингулярностью из § 70: 


dz : 
a [ +acos (5) ea +19 (ai+p-1), я =0, (74.1) 
и 
dz: t 
в = = -{1 + @cos (+) 2, ть =, lal <1. 
Вместе с ней рассмотрим задачу с двумя малыми параметрами: 


== [ +4505 (=) (ate) (и-+=-1), ды =9, (74.2) 


Нед в) 2, 200 =1 
тв р 2s ‘2\t=0 . 


Решение задачи (74.2) имеет вид 


_ €(e — ПИ - exp {91 (6, в) ne Ee 
at ne) = EM, sats me) em {в (Zon) }, (43) 


A т. 
g(t, 4) = -Ё - ay’ sin (=). 92(T, и) = —T — арт (2). 
Решение задачи (74.1) равно решению задачи (74.2) при = = р. Оно описыва- 


ется формулами (70.3). Метод двух параметров дает следующее асимптотическое 
решение задачи (74.1): 


ос kl 
a(t, 4) = # [exp tout, в} | + >> ph exp {96 и} [i —exp{alt, и] ‚ 
= (74.4) 


w(t, р) = exp {> (+. „) \. 
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В (74.4) ряд для 22(t,) состоит из одного члена. Из (70.4), (74.4) следует, 
что асимптотические решения задачи (74.1), построенные методом пограничных 
функпий и методом двух параметров, совпадают. 

Отметим, что ряды (74.4) сходятся к решению задачи (74.1) при t > 0, 
О<и<1ипри 0 ЗЕ<Ь, и > 1, met, — минимальный положительный корень 


уравнения 
t [2 
Dine и 
£+ ape sin (5) =n (=). 


Задача (74.1) не удовлетворяет условию 66.9, поэтому теоремы 
73.1-73.9 к задаче не применимы. Тем не менее из формул (70.3), (74.4) 
следует, что метод двух параметров дает точное рещение задачи (74.1) при 
#20, 0<и<1. 


Замечание 74.1. Если вместо постоянной а взять функцию а = 5и?"*9, re 
b — постоянная, то задача (74.1) будет удовлетворять условиям теорем 73.1--73.9.. 
Замечание 74.2. Из примера 74.1 следует, что метод двух параметров применим 
к более широкому классу задач, чем охватывают теоремы 73.1—73.9. 

Замечание 74.3. Если а = 0, то пример 74.1 совпадает с примером 31.7. 
Замечание 74.4. Так как при т = 2 задача Тихонова (22.1) является частным 
случаем задачи Коши с двойной синтулярностью (63.1), то примеры из $ 31, § 47 
с т = 2 являются примерами задачи Коши с двойной сингулярностью. В при- 
мерах 31.1~31.5, 31.10 правые части дифференциальных уравнений и начальные 
значения переменных не зависят от малого параметра. Поэтому метод двух па- 
раметров к ним не применим. Пример 47.1 показывает, что метод пограничных 
функций и метод двух параметров дают в общем случае разные асимптотичес- 
кие разложения решения. В примере 47.2 асимптотическое разложение решения 
не сходится к решению задачи. 


$75. Выводы главы 9 


В главе 9 рассматривается метод двух параметров для решения зада- 
чи Коши с двойной сингулярностью. Метод описан в $72. В $73 даны 
теоремы о том, что ряд, построенный методом двух параметров, сходится 
к решению задачи или является асимптотикой решения на отрезке (те- 
оремы 73.1, 73.5), на полуоси (теоремы 73.2, 73.6), на асимптотически 
больших интервалах времени (теоремы 73.3, 73.4, 73.7, 73.8). Кроме то- 
го, в $73 сформулирована теорема 73.9 о сходимости построенного ряда 
к решению при фиксированном значении малого параметра на ненулевом 
интервале времени. 

В $74 метод двух параметров применяется к примеру, рассмотрен- 
ному в $ 70 методом пограничных функций. 


$76. Выводы части 3 


В части 3 рассмотрена задача Коши с двойной сингулярностью. Tak 
названа задача Коши, состоящая из двух обыкновенных дифференци- 
альных векторных уравнений, в одном из которых стоит целая степень 
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малого параметра при производной. В правые части дифференциальных 
уравнений малый параметр входит как регулярным образом, так и син- 
тулярным — через функцию f (так же, как в части 1). Таким образом, 
задача Коши с двойной сингулярностью содержит сингулярности двух ви- 
дов, рассмотренных в первых двух частях книги. Если дифференциальное 
уравнение не зависит явно от f, TO задача становится задачей Тихонова 
ст = 2 из части 2. Возможен случай, когда от задачи Коши с двойной 
сингулярностью отщепляются уравнения, представляющие собой почти 
регулярную задачу Коши из части 1. 

Решение задачи Коши с двойной сингулярностью строится двумя ме- 
тодами: методом пограничных функций в главе 8 и методом двух параметров 
в главе 9. Метод двух параметров имеет меныпую область применимости, 
чем метод пограничных функций (смотрите замечание 72.1). В тех слу- 
чаях, когда метод двух параметров применим, он предпочтительнее, чем 
метод пограничных функций, так как проще: решение строится в виде 
суммы одного ряда, а в методе пограничных функций решение строится 
в виде суммы двух рядов. Асимптотические решения, построенные двумя 
методами, могут совпадать (примеры 70.1, 74.1) и могут быть различными 
(пример 47.1). 

При выполнении условий 66.1-66.9 рялы, построенные двумя мето- 
дами, являются асимптотическими для решения задачи Коши с двойной 
синтулярностью на отрезке (теоремы 67.1, 73.5), на полуоси (теоремы 
67.2, 73.6) и на асимитотически больших интервалах времени (теоремы 
67.3, 67.4, 73.7, 73.8). Асимптотические оценки остаточного члена, полу- 
ченные двумя методами, совпадают. При выполнении дополнительных 
условий 73.1, 73.2 ряды, построенные методом двух параметров, сходятся 
к решению на отрезке (теорема 73.1), на полуоси (теорема 73.2), на асим- 
птотически больших интервалах времени (теоремы 73.3, 73.4). Теорема 
73.9 гарантирует сходимость ряда, построенного методом двух параметров, 
к решению задачи Коши с двойной сингулярностью при фиксированном 
значении малого параметра на ненулевом интервале времени. 

В $ 69 даны теоремы о предельном переходе: при стремлении малого 
параметра к нулю разность между решением исходной задачи (63.1) 
и решением вырожденной задачи (63.2) стремится к нулю на интервале 
0<t<T (теорема 69.1) и на полуоси $ > 0 (теорема 69.2). 
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